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INTRODUCAO

A convergéncia de uma sequéncia de matrizes A1, Ay, ..., An, para uma matriz

B implica na escolha de uma norma matricial. Assim, falamos de convergéncia de
uma seqliéncia de matrizes para matriz B, em relagdo a uma norma | |, quando
limlA. - B[=0.
n® ¥

O interesse de estudar a convergéncia de seqUéncias de matrizes esta
intimamente ligado a um tipo de processo estocastico chamado Cadeia de Markov.
O estudo assintotico de uma Cadeia de Markov com espaco de estados finitos ou

enumeraveis, pode ser realizado estudando o comportamento das matrizes

estocasticas associadas a cadeia. Usualmente € utilizada a norma do supremo

||A||¥ :Supé|aij| para analisar a convergéncia de produtos de matrizes
i Pl

estocésticas. De fato, a maior parte dos resultados teéricos sobre convergéncia de
produtos de matrizes estocasticas encontradas em Isaacson e Madsem (1973), sdo
estabelecidos em relagéo a esta norma.

Em trabalho recente, ainda ndo publicado, Cruz (2006), observa que alguns
resultados em produto de matrizes estocasticas podem ser reformulados em relagéo

a normas mais gerais, a saber normas que ndo sao necessariamente completas,
porém que satisfazem a desigualdade ||AB| £ |A[|B|. Surge assim o interesse por
identificar normas matriciais que satisfagam a desigualdade acima. Ressaltamos que
a identificagdo de normas mais gerais nas quais possam ser estabelecidos
resultados sobre Cadeia de Markov € de grande interesse, uma vez que poderia
facilitar as aplicacoes.

Em relacdo a pesquisa bibliografica, destacamos o texto Algebra Linear com
Aplicacdes de Steve J. Leon. Neste livro, encontram-se alguns resultados gerais

para gerar normas matriciais que satisfagam a desigualdade |AB|| £ |A||B||. A técnica

apresentada neste livro consiste em gerar normas matriciais a partir de normas

vetoriais; dada uma norma vetorial | |, define-se a norma matricial | |, ; da seguinte

forma:



A
A :maxw e mostra-se que estas normas satisfazem a desigualdade
IA] XN g g
Xl
\Y

, : , & 0
desejada. Se considerarmos a norma vetorial |A|, = max¢a a;+ obtemos a norma
£jtn €i=1 @

matricial | ||¥ .

Um outro resultado interessante também encontrado nesse livro € a norma de

1

. x § ,% L. . L .
Frobenius |A|_=&a a a’t , aqual é induzida pelo produto interior canénico em R"
izt g

e satisfaz a desigualdade |AB|_ £ |A|_|B|. -



Capitulo 1

NORMAS E PRODUTOS INTERIORES

1.1 — Espagos com produto interno

Definicdo: Seja V um espaco vetorial real. Suponha que a cada par de vetores u,v 1

V associamos um numero real, denotado por <u,v>. Essa funcdo é denominada
produto interno (real) em V, se satisfaz as propriedades abaixo:

(i) <uu>30;e<uu>=0seesdseu=0.

(i) <u,v>=<v,u> quaisquer que sejamuevemV.

(i)  <au + bv, w> = a<u,w> + b<v,w> quaisquer que sejam u, v, wemV e a, b

escalares.

Exemplos de produtos interiores

1°) Produto interno usual do R"

Se u=(Xy, X2, . . ., Xn) € V= (Y1, Y2, . . ., Yn) S80 vetores genéricos do R", entdo

<u,v> = X1y1 + XaY2 + . . . + XpYn, define um produto interior.

2°) Espaco dos polindmios P(t)

O espaco vetorial P(t) de todos os polinémios € um produto interno definido definido
por:

1
\

<f,g>= ¢ f(to(Hat

Por exemplo: considere f(t) = 3t — 5 e g(t) = t? no espaco dos polindmios P(t) entéo
<f,g>,temos que f(t)g(t) = 3t> — 5 t°>. Assim

1
<f,g> = d(3t3- 5t2)dt=gt4 Op 235 1



3°) Espaco de Hilbert
Seja V o espaco vetorial de todas as sequéncias infinitas de niameros reais (a1, a,,
. .) satisfazendo a

¥
o]
aa =a’+a+ai+..<¥
i=1

isto €, a soma converge. A adicdo e a multiplicacdo por escalar sado definidas em V
componente a componente, isto é, seu=(a, az, ...)ev=(by, by, ...)

entdo, u+v =(a; + by, a; + by, ...) e au = (aay, aay, . . .),e temos o produto interno
em V definido por,

<u,v>=azb; +axby +. ..

A soma acima converge absolutamente para qualquer par de pontos em V. Desta
forma, o produto est4 bem definido. Este espaco com produto interno € chamado de

espaco z, ou espaco de Hilbert.

4°) Espaco das matrizes M = Muqxn

Seja M = Mnxn O espaco vetorial de todas as matrizes reais do tipo mxn. Um produto
interno é definido em M por:

<A,B> = tr (B'A) onde, tr( ) é o traco, isto é, a soma dos elementos da diagonal

principal. Se A = [a;] e B = [b;], entdo

<AB>=tr (B'A)= g 4 &b,

i=1 j=1
Isto é, <A,B> é a soma dos elementos correspondentes a A e B.
20 al 006
Por exemplo: Considerando as matrizes A = zeB = x
g 54 -1 25
<A,B> =tr (B'A)

- -1 2¢ 2 -30
_p BtA-aé 0ad gae g
go 2 5 0 2@,@3 54 gG 10 4
- 3

=-2+10=8.

t e 2 0
<A,B> = tr(B'A) = trg o 103
(%]



1.2 — Propriedade num espago com produto interno
Dois vetores u e v sdo ditos ortogonais se <u,v> = 0.
Por exemplo:

(a) O vetor 0 é ortogonal a todos os vetores em R
B0 .40 .

(b) Os vetores ¢_zeg = sdo ortogonais em R?;
S5 &6 ;
20 B0

(c) Os vetores g 3;eglé s&o ortogonais em R®,

&15 &5
Propriedade 1: Teorema de Pitagoras
Se u e v sao vetores ortogonais em um espaco vetorial V munido de um produto

interno, entao

<uU + V,u + V> = <u,u> + <v,v>.

Demonstracgéo:
<U + v,u + v>2 = <u,u>? + 2<u,v> + <v,v>2 u+y u
como <u,v> = 0, temos que

2 2 2 l_
<uUu+v,u+v>=<u,u>°+<v,v> v

Propriedade 2: Desigualdade de Cauchy-Schwartz

Se u e v estdo em um espaco vetorial V com produto interno, entao
1 1

|<u,v>|£<u,u >2 <y,y>2ou<uVv>2£<uu>.<v,v>

Demonstracgéo:

Para qualquer nimero real t temos,
<tu+vtu+v>=t><u,u>+2t <u,v>+<v,v>

Sejam a=<u,u>b=2<u,v>c=<v,v>.
Como <tu+v,tu+v>3 0, temos



at® +bt + ¢ 3 Opara todo t.

Isso significa que o polindémio de 2° grau ndo pode ter duas raizes reais, o que
implica que

b®- 4ac£ 0 ou que b® £ 4ac.
Desta forma,

4<u,v>*£4<u,u>.<Vv,V>.

Dividindo por 4 temos o resultado desejado.

1.3 — Produto interior e normas

Definigéo:

Seja V um espaco vetorial. Suponha-se que a cada v I V associemos um nimero
real, denotado por |v|. Esta fungdo |.|| é denominada de norma em V, se satisfaz as
propriedades abaixo:

i) [V|® 0; e |[v|=0 se, e somente se, v = 0;

ii) ||kv|| =|k[]|v|, quaisquer que sejamu, v 1 V, k escalar;

ii) |lu+v| £||u| +|v, paratodou,v I V.

Um espaco vetorial com uma norma é chamado de espago vetorial normado.

1.4 — Normas induzidas por produto interiores

1
Teorema 1.Se <, > é um produto interior em V, entéo ||v|| =<v,v >2 é uma norma.

Demonstracgéo:

Verificagcéo de i)

Se vt 0, entdo <v,v> >0 e, assim, |[v|=<v,v>>0. Se v = 0, entélo <0,0> = 0.
Desta forma, temos que [|0] =0 = 0. Assim i) ¢ verdadeira.

Verificacao de ii)

Temos que ||kv||2 =<kv,kv>=k? <v,v>= k2||v||2. Tomando a raiz quadrada dos dois

lados da igualdade obtemos ii



Verificacéo de iii)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz temos:

Jusvf* =<usviurvs<uu>s2<uy >+ <vv £ uf’ + 2ulv] v = (u]+ M)
Tomando a raiz quadrada dos dois lados da igualdade temos:

lu+v||=|u+[v] . Logo iii & verdadeira.

Exemplo: Seja <, > o produto interno usual em R", entéo [V| = /(V,V) .

M = (O X ) (kg X ) = X2+ XE + X2

1.5 — Normas em R"

Norma 1. Denotada por |.||,

A norma 1 soma os médulos dos componentes do vetor. Assim, se X = (X1, . . ., Xn),

entao
3
Xy =by+-+ X, =@ x|

Exemplo:

Seja x o vetor x = (1, -5, 3) em R®. Como a norma 1, ||x||, soma os valores absolutos

dos componentes, temos entdo que ||, =[1+|- §+[3=9.

Norma-infinito ou norma uniforme. Denotada por | .|,

A norma-infinito ou norma uniforme escolhe o maior entre os moddulos das

componentes. Assim, se X = (X, . . ., Xn), €Ntao

I, = el

Exemplo:
Seja x o vetor x = (1, 3, -8, -4) em R*. A norma infinito escolhe o maior dentre os

médulos das componentes. Portanto ||, =8.
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Norma p. Denotada por | ||p ps1pl R
A norma p € a raiz de ordem p da soma de cada uma das componentes

elevada a p. Assim, se X = (Xg, . . ., Xn)

n =7p
= +otx2) =8 x L
€i=1 1]

Observagao:
Em particular se p = 2, temos

.
W, =B I = s

i=1
A norma |.||, € a norma em R" proveniente do produto interior. Mostra-se que para p

%2, | ||p ndo corresponde a nenhum produto interno, pois o Teorema de Pitagoras

nao é valido.

1.6 — Caracterizacéo de normas vetoriais induzidas por produtos internos

Teorema 2. Seja | | uma norma em um espago vetorial V tal que

|u +v||2 +|u- v||2 = 2([|u||2 +||v||2), paratodo u, v V. Ent&o existe um produto interior

1
<,>emV tal que |v|=<v,v>?



11

Demonstracgéo:
E suficiente mostrar que a funcdo f(u,v) ——0|u+v|| ||u|| ||v||2) define um produto

interior.

() =2 fue - o - )= 5 (2 - o - Jur?)
= Ll - i - 1o = e - 2u?)= 2 )=

Logo, f(u,u) :||u||2, e como | | é uma norma, concluimos que f(u,u) 3 0 e f(u) = 0

se, e somente se, u = 0 (vetor nulo).
ii) f(ku,v) = k f(u,v), onde k é um escalar.
Temos que

1 1
k) =2 (ko] - ol - )= 5 ol + 2k + o - ol - )=
1
=2 (peaii)= ko v = @
Por outro lado:
1 1
i, v) = kS (v = ol = V)= kSl + 2ol + P - Jul? - IvIP)
1
= k% (@ul V) = K- [v] 0

de (a) e (b) constatamos que f(ku,v) = kf(u,v).

iii) Verifiguemos a bilinearidade da funcéo f(u,v ——Q|u +v|| ||u|| ||v||2) ou seja
f(u + v,w) = f(u,w) + f(v,w) para todo u, ve wemV.

Por hiptese temos: [uf® +[[* = 5 {u+v{" +[u- V[’

Logo,
fue ol +fu ol =2 fu s wf? o ) 0
furve ]+ =2 (u s vl ol o) @)

M7 o =2 s - o) §
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somando |v+w|* na igualdade (1), obtemos:
1
Juew +u v = 2w e v e
1 1
= o rwe s v wp )+ 2 v o + - i)

utilizando as igualdades (2) e (3), podemos escrever:

Ju+ ™ Ju " = vl M+

ou seja,

Jutv - Ju - ol = Ju+ ™+ vl - M- 2w (

D
~

1 2 2 2

) =2 s o - o)

1 2 2 2

como 1 (uw) = [v-+w - f” - )
1 2 2 2
v =2 fusveu - Jue -

concluimos de (4) que: f(u + v, w) = f(u,w) + f(v,w).
Aplicagcdes do Teorema 2:

A) Verifiguemos se a norma Euclidiana” HE é induzida por um produto interior. Para
facilitar a notag&o consideremos a norma |X|_ em R Pelo Teorema 2 é suficiente
verificar a igualdade |u-+v[” +|u- v = 2{ul* +v)

Seja u=(x,,x,)ev=_y,y,).

”u '*'V"2 +||u - V”2 = ”(Xl + Y1)’ (Xz + YZ)”Z +||(X1 - Y1)’ (Xz Y X|2
= (Xl + Y1)2 + (Xz + YZ)Z + (Xl - Y1)2 + (Xz - YZ)Z
=X7 Y G Y XY A Y200 Y, XY, - XY, - XYs)

=2¢ +x +y7 + i)
e 2" +M*)= 20 ¢+ (7 +y3). assim fu+ff +Ju- f* =2ulf +|v*) para
qualquer u, vem R?, do Teorema 2, concluimos que a norma HX”E € induzida por um

produto interior.
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interior, isto é, vejamos se a igualdade |u +v||2 +|u- v||2 = 20|u||2 +||v||2) se verifica para

qgualquer escolhade u e v.
Observemos queseu=(2,1,0,..,00ev=(1, 2,0, .., 0), entéo:
jul=2=]M, Ju+v|=3e fu-v|=1.
3 +121 222 +2?)
10t 16

Concluimos do Teorema 2 que néo existe produto interior em R" que induz a norma

Logo,

infinito.

C) Vejamos mais um exemplo, a norma matricial | A| :tr(AtA), onde A' denota a

transposta de A e tr denota o trago de A, isto €, a soma dos elementos da diagonal
principal. Novamente consideramos o caso de matriz 2x2.

0
% + logo

Seja A:EEail :
Ay Ang

Ué Vel 2 4 g2 06
A, ApUn Axly &8 8, T 8,0y
5
outro lado ||A| = aj + a} +aj + aZ se B:Ei)” bJZicom
21 bzzﬂ

|B| =bf +b5 +b3 +b5,
+ +b, & - ho A

temos que: A+B:§@“ b, &, bﬁgeA-B:?“ b, a, bjzg
Ay thy ay,thy,y a,-b, a,-b,g

2

||A+ B” = (all + bll)2 + (a12 + blZ)2 + (aZl + bZl)2 + (a22 + b22)
”A' B” = (a11 - bll)z +(a12 - blz)2 +(a21 - b21)2 + (azz - bzz)2
Por Gltimo verifiquemos a igualdade |u +v||2 +||u- v||2 = 20|u||2 +||v||2) assim teremos a

igualdade acima, mostrando que a norma |A| é induzida por um produto interior.
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Observacdo: Na demonstracdo do Teorema 2 encontra-se uma férmula para achar
o produto interior que induz a norma (quando se tenha a igualdade). Por exemplo a

norma ||, =[x,|+[x,|+...+|x,| € induzida pelo produto interior:

() =2 o+ - - )=+ M- Tomemos u = (xux0) e v = (22

(Xl + Y1)2 + (Xz + YZ)Z + (X1 - Y1)2 + (Xz - YZ)Z]

2 2 2 2 2 2 2 2
X, +Y1 +X2 +YZ +X1 +Y1 +X2 +YZ +2(lel+X2y2 - XY - XzYz)]

2(x2 +x2 +y2 +y?)|

NIFR, NI N

=5+ +y2 +y2 = (0 +x2)+ (y2 + y2) = (u,u)+ (vv) = Juf” +M* = (u,v).



Capitulo 2

NORMAS MATRICIAIS

2.1 — Norma de Frobenius
Definicdo: Para o espaco vetorial R™", a norma definida pelo produto interno é

chamada de norma de Frobenius e é denotada por |¥_. Logo, se A1 R™", temos
, 2y, 0
Al = @A, AR =C] § a2
j=1 i=1 [}
Exemplo:
86 36 88 3 40
Sejam as matrizes A=¢l 2+e B=¢ 3 0: entdo a norma de Frobenius dessas
&1 15 &1 15
duas matrizes séo dadas por:

|A]. =(9+9+1+4+1+1)2=5

18] :(9+16+9+0+1+1)y2 =6

A norma de Frobenius tem propriedades importantes que listamos a seguir.

l. Se a; representa a j-ésima coluna de A, entdo

Al = @ A0 <E3 aaa., =8l 2 H

=1 i=1

Il. Se a(i,:) representa a i-eésima linha de A, entdo

Il =GR & o ‘§a||a(' ) || :

i=1 j=1

lIl. Se xI R", entdo

"zl\l}é m 2
ijgg =84 (a(, )x)tjys :
[} H €i=1 u

> (Dr
O3
3
3

e ;/ (Cauchy - Schwar?)

[, =

’9‘3

€i=1

CDED
N
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IV. Se B =(by, ..., by) € uma matriz n x r, entdo, pelas propriedades | e I,

|AB|_ =[(Ab,,Ab,,...,Ab,)

1

B o2
-8 1o 2
i=1 1]

F

1
B o2
lalL @ S

=[Al 1Bl

2.2 —Uma leve generalizagdo da norma de Frobenius

Definamos ||A{|FG =1 ||A4|F onde | 31

a) Verifiqguemos inicialmente que |A|_, é uma norma .

) Al =1 A, > 0. poisA>0e [4], > 0
i) KA, =1 kA, =1 KA, =K A, =K]A,.

i) A+ 8] =1 |A+B|. £1 (A, +[8].)

=1Al 18]
=[Aee +1Bles

b) Vejamos que a norma |A|_. herda a propriedade |AB|_ £ |A|_||B|. -

De fato, |AB,,, =1 [A8], £1]A, |8,
&1, |8l (poist 1

=1Al 48]
=[[Aec 18]

Assim, [ AB|.; £ {B.-
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Capitulo 3
NORMAS MATRICIAIS SUBORDINADAS

Consideremos que cada matriz m x n é um operador linear de R" em R™, para

gualquer conjunto de normas vetoriais, podemos definir uma norma do operador

comparando |Ax| e x| para cada x n&o nulo, definindo

D |A]= max & " ”

AX
E possivel mostrar que existe um x, particular em R" que maximiza ” ”

que ” ” sempre pode ser maximizada, vamos mostrar que (1) define, de fato, uma

. Supondo
norma em R™". Para isso, precisamos verificar que cada uma das trés condicdes

abaixo se verifica:

L
r

i) Para cada x ! O”ha)\(”” 30 e |Ax|=

De fato, se |A =0||, entdo Ax = 0 paratodo x1 R".

Isso implica que a, = Ae, =0 paraj=1, ..., ne, portanto, A tem que ser matriz nula.
aAX AX
o=
I > |x|
iii) Se x 1 0, entéo |A +B] = (A +B)x|
]
De fato, |A +B|| £ mﬁx%
£ max X+ [BX|
<0 x|
maxu maxM
S I

=[A]+[e]
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Logo, (1) define uma norma em R™". Para cada familia de normas vetorias | ||, .

poderiamos, entdo, definir uma familia de normas matriciais por (1). As normas

matriciais definidas por (1) sao ditas subordinadas as normas vetorias | |, .

Teorema 3. Se a familia de normas matricias || ||M é subordinada a familia de

normas vetorias | |, , entéo | |, satisfaz a propriedade |AB| £[A|[B],,-

Demonstracgéo:

S

Se x € um vetor qualquer ndo-nulo em R", entdo
Xl e v,

= =[Al-

Logo,
@ [IAx], £[A], ],
Se B é uma matriz n x r, segue-se de (2)

[ABx], £ Al IBxX], £ Al 1B,

Logo, paratodo x * 0,

K |Al[B],, e portanto,
\%
|ABX|
), =m0 o,
Observagoes:
A A
IA], = max A, é dificil de ser calculada, porém as normas [A|, =max [AX], e
Xl @ x|,
A, = max A ” séo faceis de se calcular.
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Teorema 4. Se A é uma matriz m x n, entao

1£j£n 1£iEm

A=A a2 o 14, =paa o
i=1 1] j=1 1]

Demonstracgéo:
iE£jEn i£jEn i

. O Y T
Vamos provar que ||A[, = maxga |z Seja a =max g |a,| = & |a]
i=1 4] =1 i=1

Note que k é o indice da coluna onde ocorre 0 maximo. Seja x um vetor arbitrario em

R". Entdo

_ 8 8 0
AX =6Q a;; X, 8y Xj @A & X; T
j=1 j=1 i=1 7]
e temos que
gd
|Ax], =a |a ax,
i=1|j=1
g &
£aalax,
i=1 j=1

€ portanto,

I
||A“1_ X0 ||X||1 £ (1)

Por outro lado,
|Ae ], =la., =2

Como |e, |, =1, temos que



A
R TV
BH. el

As equag@es (1) e (2) juntas implicam que |A[, =a.

Exemplo:
€3 2 4 -3
é a
. 25 -2 -3 5
Seja A=€ u
e2 1 -6 4u
é a
el 1 1 14

A maior entre as somas dos valores absolutos nas colunas, ocorre na 32coluna,

entdo A, =[4+|- 3+|- 6 +[1=14

A maior entre as somas dos valores absolutos nas linhas, ocorre na 22 linha,

entdo A, =[5+|- 2+[- 3+[§=15.
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RESULTADO DA ANALISE E INTERPRETACAO DOS DADOS E
CONCLUSOES

O método estudado, para gerar normas matriciais por meio de normas
vetoriais, € de grande relevancia tedrica, uma vez que uma norma vetorial qualquer
gera uma norma matricial, satisfazendo a desigualdade. Assim tem-se a falsa
impresséo de que teriamos um grande método para gerar muitas normas matriciais,
porém este método fornece somente uma expressao analitica para a norma matricial
e implica na maximizagdo de func¢des, o que nem sempre é facil.

Do estudo realizado destacamos a norma de Frobenius por ela satisfazer a

desigualdade |AB| £||A|B|, porém, ndo é claro que esta norma possa ser obtida

pelo método geral. Surgi assim 0 seguinte questionamento: a norma de Frobenius
pode ser obtida pelo método geral? Esse questionamento guiou 0 nosso caminho.
Um outro questionamento formulado e que também merece ser destacado foi:

uma norma matricial obtida por meio de um produto interior satisfaz

necessariamente a desigualdade |AB|£|A|B|?. O fundamento para tal

guestionamento esta no fato de que a norma matricial de Frobenius € obtida por um

produto interior e também satisfaz a desigualdade |AB|£|A[|B|.
Neste trabalho observou-se que se uma norma matricial |%_ satisfaz a

desigualdade desejada, entdo |A|_, =I|A| também satisfaz a desigualdade se
| 3 1.

Por ultimo fazemos notar que a demonstracédo do teorema 2 (caraterizacao de
normas induzidas por produtos interiores) apresentada neste trabalho, foi obtida sem
auxilio bibliografico, o que gerou muita satisfacao.

Acreditamos que o mérito deste trabalho de graduacéo estd na formulacéo de
guestionamentos iniciais importantes que certamente poderdo servir de novos

pontos de partida para estudos posteriores mais aprofundados.
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ANEXO SOBRE CADEIA DE MARKOV

Uma cadeia de Markov é um processo estocastico caracterizado pela perda
de memodria, a previsdo feita do processo conhecendo toda a sua historia € tdo boa
guanto a previsao feita conhecendo-se apenas 0 processo no presente. De uma
maneira precisa, uma cadeia de Markov € uma sequéncia de variaveis, X1, X2, Xs,
........ Xn,-....., tal que a distribuicdo (comportamento) de X, € determinada pela
distribuicéo de X,.;.

As variaveis Xi, Xz, Xz, ..., tomam valores num conjunto S, chamado espaco
de estados. Quando S é finito ou enumeravel associa-se a cadeia uma sequéncia de
matrizes quadradas P, P, P@),......, chamadas matrizes de transi¢des da cadeia
(matrizes estocésticas). Caso estas matrizes sejam todas iguais, ou seja, as
transicbes constantes, falamos de cadeia homogénea, caso contrario a cadeia €
chamada de n&o-homogénea. A teoria das cadeias homogéneas com espaco de
estados finitos ou enumeraveis tem sido largamente estudada, tendo-se uma teoria
bem desenvolvida cujas aplicacbes surgem nas mais variadas areas tais como na
engenharia e economia.

No estudo assintético de cadeias de Markov, dois tipos de convergéncia sdo
analisadas: a ergodicidade fraca e a ergodicidade forte. Intuitivamente a cadeia &
ergética fraca se ela tem perda de memoéria em relagdo a distribuicdo de
probabilidade inicial e € ergética forte se ela converge a uma matriz estocastica ou
funcéo de transicdo de probabilidade constante. Naturalmente a ergodicidade forte
implica na ergodicidade fraca.

O interesse por Cadeias de Markov ndo-homogéneas tem sido revigorado nas
Ultimas décadas devido principalmente as suas aplicac6es na otimizacdo aleatoria,
especificamente em algoritmos com estrutura Markoviana, como o algoritmo
Metropolis Hasting (para geracdo de amostras de uma dada densidade de dificil
tratamento analitico) e o algoritmo simulated annealing (para determinar minimos
globais de uma dada funcé&o). Entretanto, resultados tedricos gerais em cadeias de
Markov nao-homogéneas ainda sdo escassos e uma teoria mais desenvolvida
facilitard futuras aplicacdes.



