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INTRODUCAO

O problema de otimizacao global , isto é , encontrar o maximo ou minimo global
de uma funcéo, aparece em muitas situacbes praticas na economia, estatistica e
ciéncias da engenharia. Apesar de sua clara importancia e dos esforcos de pesquisas
realizados, a situacdo dos algoritmos deterministicos para resolver problemas de
otimizacdo global, tem sido insatisfatéria. A situacao € satisfatéria para funcbes
relativamente simples quando a funcdo (derivada) € diferenciavel e as raizes da
derivada da funcéo podem ser computadas analiticamente .

Os processos deterministicos que, em geral, geram seqiéncias monétonas de
solugdes, encontram varios tipos de problemas: a solucdo final é fortemente
dependente do ponto de partida; tendem a ficar presos em 6timos locais; requerem
propriedades diferenciaveis da funcdo a minimizar e; dependem da estrutura de seu
dominio.

Os processos de busca aleatoria tentam evitar estes problemas por um processo
de aleatorizacéo, realizando uma busca global no dominio da funcéo e/ou relaxando
transitoriamente a optimalidade. Dentre os métodos de otimizacdo aleatéria,
destacamos o algoritmo simulated annealing, nome devido a sua similitude com um
processo fisico chamado recozimento, usado para remover defeitos de metais e cristais.

Algoritmos simulated annealing tém sido cada vez mais estudados, sobretudo do
ponto de vista matematico, motivado pela sua boa performance para encontrar minimos
globais, evidenciada por simulagbes computacionais. Ainda existem questdes
fundamentais a serem pesquisadas tais como a rapidez de convergéncia do algoritmo.
Acreditamos que a analise do algoritmo simulated annealing € uma boa maneira de
iniciacdo ao estudo dos métodos de otimizacao global ndo deterministicos.

A Heuristica do método simulated annealing encontra-se nos trabalhos de
Metropolis et al (1953), que propdés um método para computar a distribuicdo de
equilibrio de um conjunto de particulas expostas a altas temperaturas, usando uma

simulacdo computacional. Os primeiros autores que conectaram o0s métodos de



Metropolis et al (1953) com problemas de otimizacdo foram Kirkpatrick et al (1983),
dando assim origem aos algoritmos tipo simulated annealing.

O primeiro estudo rigoroso deste algoritmo no contexto de cadeias de Markov
ndo — homogéneas pode ser encontrado em Gibas (1986). Condi¢cdes necessérias e
suficientes para a convergéncia do algoritmo em problemas de otimizacdo discreta,
foram apresentadas por Hajek (1988). Anily e Federgruen (1987) estudam estes
algoritmos para probabilidades de aceitacao gerais e Cruz e Dorea (1998) apresentam
condi¢des simples para a convergéncia do algoritmo que generalizam os resultados de
Anily e Federgruen .

Ainda em relacdo a bibliografia basica destacamos os trabalhos de Dekkers &
Aarts (1991) e Bélisle (1992) que mostram a convergéncia destes algoritmos quando a
probabilidade de aceitacdo é exponencial e a funcdo objetiva f é uniformemente
continua. A abordagem de Bélisle (1992) é direta, sem fazer uso da teoria de cadeia de
Markov, sendo este um dos poucos trabalhos deste tipo, merecendo por isto uma
atencdo especial. Em Dorea, Cruz e Baigorri (1999) podemos encontrar condi¢cdes
suficientes para a convergéncia quando a hipétese de continuidade uniforme nao é
assumida.

Em relacdo a bibliografia basica em cadeia de Markov citamos o texto de
Isaacson and Madsen (1976) e a tese de doutorado de Cruz (1998). O texto de
Isaacson and Madsen constitui um dos poucos sobre cadeias de Markov néo-
homogéneas. Neste se encontra um bom resumo dos resultados tedricos mais

relevantes, contendo também muitas referéncias de artigos de pesquisa.

METODOLOGIA

O estudo comecou com uma revisdo de conceitos basicos sobre matrizes
estocasticas. Foram assim revisados 0s conceitos de matriz estocastica, matriz
irredutivel, matriz aperiddica, entre outros. Na continuacdo, foram sumariados e
adaptados resultados sobre a convergéncia de produtos de matrizes estocasticas. Foi
notado que o algoritmo simulated annealing tem associado uma cadeia de markov nao-
homogénea, e a convergéncia do algoritmo foi estabelecida através da convergéncia da

cadeia associada.



CAPITULO 1

CONVERGENCIA DE MATRIZES ESTOCASTICAS

Para um melhor entendimento deste trabalho, precisamos destacar algumas

definicbes e conceitos iniciais, o que faremos a seguir.
1.1 Matriz Estocéstica

Matriz Estocéastica: E uma matriz quadrada com entradas maiores ou iguais a zero (0)
na qual a soma de cada linha é igual a 1. Suas linhas sdo uma probabilidade. Assim
P = (P, ) é matriz estocastica se:

) 0<P; <1

i) Y P=1 Vi.

=1

Exemplos de matrizes estocasticas:

12, 11l

3 3 2 2
10 11 1 000
P= P:O—— P= 12
0 1 2 2 0550

1 1 1

- = 1211

4 4 2 5 5 5 5

As matrizes estocasticas estdo associadas com processos estocasticos

chamados cadeias de Markov.
Formalmente, uma cadeia de Markov & uma sequéncia X, X,,..,X,,.. de

variaveis aleatorias tomando valores num conjunto S satisfazendo a propriedade:
P(Xpa=3/ X =1, X =0y, Xe=1p) =

P(X,,=3/ X,=i,), ¥V J, i i,.i, €S

n

A propriedade acima é chamada propriedade Markoviana e pode ser verbalizada

como.



“Para se fazer a previsdo do futuro de um processo, basta
conhecermos 0 seu presente, ndo importando o seu

passado”

Dada uma cadeia de Markov, tomando valores em S podemos associar uma
sequiéncia de matrizes estocasticas P, P,,...,P,,... definidas como a sequir:
P, = (PG, )))
onde
P.(G,j) = P(X,,=J3/X, =1)
Se todas as matrizes P, séo iguais a cadeia € chamada cadeia homogénea,
caso contrario, chama-se cadeia ndo homogénea.
Se P(X,,,=J/X,=i) = P(X,,,=J3/X, =i) V n, manotamos simplesmente P,
e falamos em cadeia homogénea.
Logo, se X,,X,,..6 uma cadeia homogénea, teremos somente uma matriz

estocastica associada. No caso ndo homogénea, teremos uma sequéncia de matrizes
estocasticas associadas com a cadeia, que serdo chamadas de matrizes de transicao

da cadeia.

Vejamos exemplos de matrizes estocasticas e sua representacédo por digrafos

/\2

o JlkRrN|EF
o glwh|N

RO, O




X X o X
X X X o
X o o X
X X X o

()—
S

Propriedade 1.1: Se P e Q sdo matrizes estocasticas n x n, entdo PQ também
€ matriz estocastica.

Coroléariol.2: Se P é matriz estocastica, entdo P" também é matriz estocastica
para qualquer nimero natural n.

1.2 Matriz Irredutivel e Matriz Aperiédica

Os conceitos matriz irredutivel e matriz aperiodica apresentados a seguir seréo
necessarios na obtencdo de resultados assintoticos sobre produto de matrizes
estocasticas.

Matriz Irredutivel: Uma matriz estocastica P =(P,;) é chamada irredutivel se para

i
qualquer i, j existe um namero natural n = n(i,j) tal que P", >0 , isto €, a entrada i, j na

matriz P" é maior que zero.

Vejamos um exemplo:

. 01
Seja P =
10

0 1)/0 1 1 0
Note que P? = : = assim,
1 0)\1 O 0 1

Puzy =1>0; Py =1>0 ; Pey=1>0 ; Py =1>0,ogo a
matriz P & irredutivel.



Vejamos outro exemplo:

0 1 0
P=(0 1/3 2/3
1 0 0
0 1/3 2/3 2/3 1/9  2/9
Note que P> =[2/3 1/9 2/9 e P*=|2/9 19/27 2/27
0 1 0 0 1/3  2/3

Assim para todo par (i,j) existe um natural n tal que P, >0,logo P & matriz irredutivel.

A verificacdo da irredutibilidade de uma matriz pode ser analisada de maneira
grafica como veremos a seguir.

0 1 0
Consideremos novamente a matriz P=| 0 1/3 2/3| a qual tem associada o seguinte
1 0 0

digrafo:

1/3

SioW



Note que para qualquer par de estado (i,j) existe um caminho seguindo a
orientacao do digrafo, por exemplo se comegcamos do estado 1 temos um caminho de

comprimento 2 para chegarmos ao estado 3, a saber o caminho que vai de 1 a 2 e de
2a3.

Observe também queP3, =0 ; Pis =0 porém

P33 =2/3>0,0 que mostra que a verificagéo da irredutibilidade de uma matriz
pode envolver o calculo de varias poténcias desta.

Surge o seguinte questionamento: Considere a situacdo no qual o calculo das n
primeiras poténcias P',P? P°.. P" de uma matriz P, obtemos zero numa entrada

. - - ~ . K 7
fixa (|0, jo), entdo podemos concluir que p; ;, =0 para qualquer numero natural k ?

A seguinte proposicéo responde o questionamento acima.

Proposicdol.3: Seja P uma matriz estocéstica de ordem n x n tal que
_ . 2 _ . 3 _ n _
Piiy =0 Piin =0 Pl =0 - Péipiy =0

entao pr ., =0  paratodo nimero natural m.
(io. Jo)

A demonstracao do resultado acima utiliza o seguinte lema:

Lemal.4: Seja P uma matriz estocastica n x n tal que p(fmjo) > 0. Entdo existem
indices iy, i,,...,.i,, j, tais que:
Pi,i)-Pii)-.-Pi. i) > 0O reciproco também e verdadeiro.

i Jo

A sequéncia de indices i,i,,..i,J, € chamada de caminho de
comprimento k unindo i, com j,. Este caminho e denotado por
i, >, 20, > >0 > .

Demonstragéo :
O resultado segue-se diretamente da definicdo de multiplicacdo de matrizes.

Consideremos o caso k = 3, isto é, suponhamos

3
P(io,jo) >0 logo



n
2

2 PPy >0

k=1

portanto existe um i tal que

P

2 2
(o) iy > 0 logo Piip >0 € Fg >0

De maneira similar, P(izl'jo) >0 implica que existe i, tal que

P

( P

(iyi5) *

P

>0 assimtemos P, .
(i2,J0)

iy >0 e P (o) >0,0 que finaliza

(iz.Jo)
a prova.

O conceito de ciclo seré utilizado na demonstracao da proposicéol.3.
Um caminho i, > i, >i —...— j, € chamado um ciclo se ip = jo .

Demonstracéo da Proposicao 1.3:

Mostremos que P! =0. Suponhamos por absurdo que P(in+l >0, segue-se do

(i01j0) Oij)
lemal.4 a existéncia de um caminho i, —»i, »>i; »>..—>1i,,, — j, de iy para jo , assim

ProiyPiiy Py >0, €OMO o , i1, ..o , i1 €L2,...,n} concluimos que os indices
o , i1 , .. , int1 , Jo NGO podem ser todos distintos, logo deve existir um ciclo
Ir, Ir+1, ..., Irss = Iy que faz parte do caminho (g, i1, ..., ir, oo, Ir4sdr+s+1 5 ... , Jo )UNINDO
io , jo -.Retirando o ciclo i; , ir+1 , ... , Irvs Obtemos o caminho (io , i1, .. , i1, Irese1 5 oo 5 J0 )

unindo ip com j, de comprimento menor que n+1,utilizando novamente o lema 1.4
,obtemos uma contradicdo com a hipétese P, ;=0 sei e {L,2,..,n} .

Matriz Aperiédica: E uma matriz estocastica P de ordem n x n tal que:
mdc {n e N*/ P} >0 } =1 paratodo indice i € {1,2,...,n },onde mdc denota 0 maximo
comum divisor.

Os exemplos a seguir, esclareceram o conceito de matriz aperiodica.

: 1 0
a) Seja P=
1/2 1/2
verifiquemos para i = 1 temos:
P(il) =1>0 ) P(f]_) =1>0 y P(ZTl) =1>0 ,

10



Assim, mdc {n € N*/ P7 >0 }=mdc {1,2,3,... } = 1 .De maneira similar

mostra-se que mdc {n € N*/ P} >0 } = 1 para os outros valores de i.

0 1 0 O
0O 01 O
b) Seja P=
1/2 0 0 1/2
1 00 O
parai =1 temos:
1 1
P(il) =0 ’ P(fl) =0 ' P(il) ) ’ P(fl) :E P(il) =0

logo, mdc{n e N*/ P}>0}=mdc{3,4..}=mdc{34}=1.

Para determinar se uma matriz é aperiddica, temos que calcular o mdc
associado a todos os estados. Faremos entédo a verificacao para os estados 2, 3 e 4 da
matriz P .

parai=2
mdc{ne N*/P),>0}=mdc{34}=1
parai=3

mdc{ne N*/P,>0}=mdc{34}=1
parai=4
mdc{ne N*/P),>0}=mdc{4,11}=1

Assim, mdc{ne N*/ P} >0 }=1paratodoiec {1,234}

Apresentamos a seguir uma matriz que néo € aperiodica.
Seja P uma matriz estocastica de ordem 9 x 9 com a seguinte representacao de

digrafos:

11



N 1/2 L
1 1/2 1
1
6 _ 1 : 1
P(l,l) = g >0 , P(il) = E >0
mdc{n e N*/ P} >0 }=mdc{6,4,8,10,12,......... }=2.

logo a matriz P ndo € aperiédica.

O exemplo acima mostra uma matriz com “ciclos” ,a qual ndo € aperiédica; uma
conjectura ingénua seria pensar que uma matriz com ciclos ndo ¢é aperiddica. O
exemplo a seguir esclarece essa conjectura.

Consideremos a matriz P com a representagao por digrafos

12



Note que

3 2
P(l’l) >0 e P(l,l) >0

parai=1
mdc{ne N*/P;>0}=mdc{235,.}=1

parai=2

mdc{ne N*/P,,>0}=mdc{35,..}=1.
parai=3

mdc{ne N*/ P >0}=mdc{35,..}=1
parai=4

mdc{ne N*/P),>0}=mdc{25,..}=1

Assim, mdc{n e N*/ P} >0 }=1paratodoi e {1,2,3,4 }.Logo a matriz P &

aperiddica.

O exemplo acima é significativo, pois é comum verbalizar matriz aperiddica

dizendo que ela ndo possui ciclos. Essa verbalizacdo nao é correta.
1.3 Resultados Assintoticos sobre Produto de Matrizes Estocasticas

Os resultados a seguir serdo fundamentais no estudo assintotico do algoritmo
Simulated Annealing. Fixemos algumas definicbes. Uma matriz estocastica P é
chamada constante se todas as linhas sao iguais. Uma matriz estocastica P que

converge para uma matriz constante € chamada ergodica.

Teorema 1.5: Se P é matriz estocastica n x n irredutivel e aperiddica, entéo:

i) lim Pi,=r; paratodoi,je {12,..,n}

13



O proximo resultado mostra como pode ser encontrado o limite de uma matriz
ergodica.

Teorema 1.6: Seja P é matriz ergodica tal que II(imP =Q , entdo Q é a Unica matriz

constante satisfazendo a condicédo Q = QP.
O teorema 1.5 pode ser reformulado num contexto mais geral, o que facilita sua
aplicabilidade;

Teorema 1.7: Considere uma matriz estocastica P de ordem n com a decomposicao

P O
P= (Ql Tj onde Py é matriz ny X n; € T € matriz n, X n,. Suponha também:

)] P1 é irredutivel e aperiddica.
i) D P, <o paratodoie C;,ondec;={n+1, N1+2, ..., N1+, }.
k=1

entdo a matriz P é ergodica, mais ainda:

m; seje{l2..n}

H k
lim Py ;) =
0 sej ec

A condicdo ii) aparentemente artificial possui uma interessante interpretagcao
em termos de probabilidade de retorno ao estado i. De fato, ZP(';D =00 Se e somente

se a probabilidade de retorno ao estado i € um.
Essa condicdo pode ser de dificil verificacdo, o que nos leva a desenvolver e
demonstrar o lema a seguir:

Lemal.8: No teorema 1.7 podemos substituir a hipotese ii) pela condi¢do ii*)
>0 seiecy,]j e 1
i*) P =
0 sei e c1,jec

14



onde ¢;={1,2,....,n1 } e Co={ni+l, ..., ny+ny }

Resulta claro que a condic¢ao ii*) € de mais facil verificacdo que ii).

Demonstracao:

Como P é matriz estocastica Pe, = z Gk T Z (N

kec, kec,
Sei € ¢, entdo por hipoteses ii)* segue-se que

P, = Piw=0a , com0<a <1

kec,

P, =Y Piy=a paratodo ie c;

kec,
e
Picz Z (Ik)_l_a1' 0£1—a1<1 ().
kec,
Seja
F)iczz Z P(i,k) Pk(:2 y para tOdO | (S C2,|Ogo
k=1
Picz2 Z (, k)Pkc + z d k)
= Zp(i,k)Pkcz (pois P, =0 se k € c1)
kec,
= L-a)) Py (usando (*)
kec,
= (1— al)Picz
=  (-)®  (usando (*)
Logo

P =(1-a,)* paratodo i € c.

De maneira similar, mostra-se que:

15



n
F)ifz = Z P(i,k)'Pkiz = (1—061)3 ) paratodoi € cs.
k=1
Em geral temos

(i.k) Fic,

PO = "PiwPo =(-a)™, paratodoi e c,.
k=1

Como

Pm+1 < P m+1

(i) = Vi,
concluimos que

P(;T)l <@A-ay)™.

Por (ltimo, a convergéncia da série geométrica > (1-a;)" ([l-ay|<1), garante

m=1

A - n i co - %o
a convergéncia da série » P}, , paratodoi € cz, 0 que finaliza a demonstragao

m=1
O resultado a seguir € um dos resultados mais importantes sobre produto de
matrizes estocasticas, o qual sera fundamental para estabelecer a convergéncia do

algoritmo Simulated Annealing.

Teorema 1.9: Suponha uma seqliéncia de matrizes estocasticas P(1),P),P)...

tais que o limP,, =P , com P matriz ergodica, entdo:

n—oo

Lim Py-Poy-.-Pmy =Q onde Q=IimP"

—>00 (1) n—o

Apresentemos uma aplicagéo didatica do teorema 4.
Exemplo:
Seja (Pn)) a sequiéncia de matrizes definida por:

3

4

1

p =4

senn

n

cosn

n

logo
l 2 g
3 3

16



: 1/4 3/4
limP, = =P
N [1/3 2/3]

segue-se do teorema 1.5 que P é matriz ergodica, assim existe o limP" =Q onde Q é

n—o

matriz constante e Q = QP, ou seja:

(x y)=(x L4 34 e Xx+y=1 ; X,y >0
y - y 1/3 2/3 y ) ’y
resolvendo:
XY
4 4
X+y=1

encontramos x=% e y=%
do Teorema 1.8 concluimos que o produto de matrizes P(1).P()....Pm) converge para a
matriz constante

Yo Ya

Yo Ya

A demonstragdo dos teoremas 1.5,1.6,1.7 e 1.9 podem ser encontradas em
Isaacson, D and Madsen, Markov chains, Wiley, new York, (1975).0 Lema lema 1.8 é

de nossa autoria.

17



CAPITULO 2

O ALGORITMO SIMULATED ANNEALING

2.1 INTRODUCAO

Dada uma funcdo f:S — R considere o problema de se estimar o minimo
global de f, isto €, min {f(i) /i € S }.

Uma abordagem aleatéria bastante conhecida é o algoritmo Simulated
Annealing, o qual gera uma seqUéncia Xi,Xp,...,Xn,... de solucbes as quais,
eventualmente, identificam o minimo global da fungcdo f. A principal virtude deste
algoritmo é evitar os minimos locais da fun¢cdo. Como veremos a seguir, a dindmica do
algoritmo é Markoviana, isto €, dados os valores X;,X2,...,X, geradas pelo algoritmo, o
proximo valor xn+1 € independente dos valores xi,Xz,...,Xn. € justamente esta perda de
memoéria que convida a utilizar a teoria das Cadeias de Markov no estudo assintotico
do algoritmo.

Entre as principais questdes associadas ao algoritmo destacamos:

i)  Existe independéncia assintotica da solucéao inicial x; ?
i) A sequéncia de valores Xi,Xp,...,.Xn,... gerada pelo algoritmo,
converge para Sy, = { X € S/ x ponto de minimo de f} ?

Formularemos com mais precisao os questionamentos i) e ii). Se X1,X2,...,.Xn € a
sequéncia de variaveis aleatérias associadas com o algoritmo, entdo i) € equivalente
a

lim(P(x, =i/% = i) = (X, =i/% = },))= 0
paratodo i, j1, o em S. A condicdo ii) é equivalente a:

existe um vetor probabilidade 7 = (z,,7,,...,7,) tal que:

18



limP(x, =i/x, = j)=x, paratodoi € S.

2.2 Dinamicado Algoritmo

A formulagdo do algoritmo implica a escolha de uma matriz estocastica

Q=(Q,;) € fungbes chamadas probabilidades de aceitagdo a,. A matriz Q gera
candidatos a solugéo do problema min {f(i)/i e S}
1/n 1/n .. 1/n

Se por exemplo, considerarmos Q = entdo todos os pontos

1/n .. .. 1/n

de S ={1,2,...,n } possuem a mesma chance de ser escolhidos. Esta escolha de Q é
razoavel se ndo temos informacdes adicional sobre o conjunto S, ={i € S /i ponto de

minimo } .
A Dinamica do Algoritmo é:

Etapal. Escolha-se uma solucéo aleatoria x, € S.
Etapa K+1. Se x, € a solugdo da etapa k, gera-se um novo candidato Y, , com

probabilidade
Qij = P(Yk+l = j/Xk =1)

e toma-se
Y., com probabilidade a, ,(Y,.,/ X,)
Xk+l =
com probabilidade 1 - a,,, (Y,., / X,)
Note que a sequéncia de solugdes Xi, Xz, ... geradas pelo algoritmo é uma

cadeia de Markov uma vez que Xy+1 € determinado pelo conhecimento de X, Yk+1, N0
sendo necessario o conhecimento dos valores anteriores Xi, Xo, ... , X-1.

19



As matrizes estocésticas associadas Py, P>, ..., Py, ... sdo dadas por:

(Qa,(jli)  sei#
P B
1—2Pik(n) sei=]
L ki
observe que as matrizes P1, Py, ... , Py, ... s@0 distintas, pois as probabilidades de

aceitacdo mudam a cada iteracao do algoritmo.

2.3 Convergéncia do Algoritmo

Para estabelecer a convergéncia utilizaremos os resultados assintoticos sobre
produto de matrizes estocasticas do capitulo 1.
Suponhamos as seguintes hipéteses sobre a matriz Q e sobre as probabilidades

de aceitagao:

i) Q = (Qq,) tal que Q>0 paratodoi,jemS

if) 1 sef() < (i)
l!im a (jl)=

0 se f(j) > f(i)

a) Vejamos que a seqUéncia de matrizes P4, P, ..., Py,... associadas ao

algoritmo, convergem para uma matriz ergodica.

Por hipoteses a seqiiéncia na é convergente, o que implica a existéncia do limite:

20



Qijan(j/i) i # ]

limP =lim 1_an(i'j) = | = Pi i
k=i

n—o n(i.J) n—o

Mostremos a ergodicidade da matriz P = (P;) utilizando o lema 1.8.

Segue-se diretamente das hipdteses i) e ii) que:

P(i'j)=0 sei e Sm ejé Sm,ondesm:{IES/f(l):fmin }e

f . =min{f(1)/1eS}

Pip=Qj>0seje Smej=i
Pip=1->0Q,=Q,>0 seieSpy.
Ii

Temos assim as hipotese do lemal.8, o que mostra que a matriz P = (P)) €

ergodica e:

limP,, =z, >0 paratodo je Sy etodo i e S

n—o

rI]im Pij =0 paratodo j ¢ Spm.

b) O Teorema 1.9 garante a convergéncia do produto de matrizes P1)P()...Pq) ,

mais ainda:
;>0 se jeS,

I|1iLTO1O(P(1)P(z)"'P(n))(i'” - {O SN L

Ou seja, temos a convergéncia da sequéncia Xi,Xz,... para Sp. Também segue-

se a independéncia da primeira escolha x; =1i.

observe que as matrizes Py, P(), ... sdo distintas, pois as probabilidades de aceitagéao

mudam a cada iteracdo do algoritmo.
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CONCLUSOES E COSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi analisada a matemética do algoritmo, isto €, a fundamentacao
tedrica que garante a convergéncia e independéncia assintotica do algoritmo. A
convergéncia do algoritmo foi estudada utilizando a teoria das Cadeias de Markov néo —
homogéneas.

Como resultado desta pesquisa destacamos,1 Foi mostrada com detalhe a
convergéncia e independéncia assintética do algoritmo Simulated Annealing, 2 Alguns
resultados tedricos sobre produtos de matrizes estocasticas foram reformulados para
facilitar sua utilizacdo no estudo do algoritmo, entre os quais destacamos um critério
para testar a irredutibilidade de uma matriz(Proposi¢aol.3), também foi reformulado um
resultado que garante a ergodiciadade de uma matriz estocastica(Lemal.8)

A teoria de Cadeias de Marvov ndo homogéneas mostrou ser um instrumento
adequado ao estudo assintotico do algoritmo. Acreditamos que adaptacbes ou
refinamentos desta teoria poderdo contribuir na abordagem de questdes ainda nao
fechadas, como a rapidez de convergéncia deste popular algoritmo.
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