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Resumo

O Método de Rayleigh-Ritz e o Método de Galerkin consistem em encontrar
uma funcao aproximadora, que pode ser polinomial ou trigopnométrica, que resulte em
uma solugéo igual ou proxima da solucdo exata para uma equagao diferencial. Esses
métodos foram criados muitos anos atras porém s6 foram viabilizados apés a criagao
de softwares, por conta dos calculos extensos. Os métodos servem de base para
o Método dos Elementos Finitos, que possibilita a analise estrutural em elementos
estruturais nao lineares. Neste trabalho foram comparadas as solucoes para deflexao
maxima para 6 funcées polinomiais e 6 funcdes trigonométricas, em uma viga linear bi-
apoiada sujeita a uma carga distribuida ao longo de seu eixo, para ambos os métodos.
Os métodos foram implementados e resolvidos por meio do software Maple. Os resul-
tados obtidos foram satisfatorios e as conclusées sao que a dificuldade para o Método
de Rayleigh-Ritz é determinar o funcional que representa o problema, enquanto para
o Método de Galerkin as funcbes aproximadoras devem apresentar ortogonalidade e
para esse método, para o caso estudado as fungdes polinomiais nao sao satisfato-
rias. Além disso, o Método de Galerkin € mais utilizado pelo fato de que a maioria
dos problemas consistem em encontrar uma solugao para uma equagcao diferencial, e
nao para um funcional. As funcées trigopnométricas sao mais facilmente manipuladas,
desse modo, recomenda-se utilizar as mesmas principalmente quando ndo se sabe a
base da solug¢ao do seu problema.

Palavras - chave: Método de Rayleigh-Ritz, Método de Galerkin, Método dos Ele-

mentos Finitos, Maple.
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Abstract

The Rayleigh-Ritz Method and the Galerkin Method consist of finding an ap-
proximation function, which can be polynomial or trigonometric, that results in a solu-
tion equal to or close to the exact solution for a differential equation. These methods
were created many years ago but were only feasible after the creation of softwares,
because the calculations are extensive. The methods serve as a basis for the Finite
Element Method, which enables structural analysis in nonlinear structural elements.
In this essay the solutions for maximum deflection, for 6 polynomial functions and 6
trigonometric functions, were compared in a biapoided linear beam subjected to a dis-
tributed force along its axis, for both methods. The methods were implemented and
solved through Maple software. The results obtained were satisfactory and the conclu-
sions are that the difficulty for the Rayleigh-Ritz Method is to determine the functional
that represents the problem, whereas for the Galerkin Method the approximation func-
tions must show some type of orthogonality and for this method, in this studied case
the polynomial functions are not satisfactory. In addition, the Galerkin Method is most
commonly used because most problems consist of finding a solution to a differential
equation, not for a functional. Trigonometric functions are more easily manipulated, so
it is recommended to use them mainly when the basis of the solution to your problem
IS not known.

Keywords: Rayleigh-Ritz Method, Galerkin Method, Finite Element Method,
Maple.
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Capitulo 1

Introducao

Com o passar dos anos e com o avango das tecnologias, surgiram sistemas
construtivos em que os elementos estruturais nem sempre sao lineares ou de geome-
tria abstrata, como por exemplo nas obras de Santiago Calatrava conforme as figuras
1 e 2. 0 Método dos Elementos Finitos foi que possibilitou esse avanco, sendo possivel

fazer a analise estrutural desses elementos.

Figura 1 - Estacao World Trade Center - NY

Fonte: Hufton+Crow, Imagen Subliminal, 2016.



Figura 2 - Palacio de las Artes Reina Sofia - Valencia

Fonte: Diliff, 2007.

A analise estrutural é de grande importancia na construcao civil, pois visa
compreender o comportamento das estruturas. De uma forma geral, a analise estru-
tural tem como objetivo definir o deslocamento e deformagéo na estrutura, assim como
determinar os esforgos atuantes.

O Método dos Elementos Finitos se baseia no Método de Rayleigh-Ritz e no
Método de Galerkin, que sdo o foco deste trabalho. Os métodos assemelham-se
e sdo baseados em encontrar uma fung@o aproximadora, que facilite o calculo da
equacao diferencial, e que gere um resultado proximo ou igual a solugao exata. Podem
ser aplicados em estruturas lineares e nao-lineares. Os métodos nao sao aplicaveis
apenas na Engenharia Civil, estes podem também ser aplicados em problemas de
Fisica e outras ciéncias.

Segundo Lotti et. al. (2004), o inicio do desenvolvimento destas metodologias
ocorreu no final do século XVIII, contudo tornou-se possivel a sua viabilizagdo so-
mente com 0 advento dos recursos computacionais, os quais facilitaram a resolugao
das equacées algébricas. Alguns dos softwares que tem como base o Método dos
Elementos Finitos para andlises estruturais sao: Ansys, Abaqus e SAP2000.

Uma das dificuldades dos métodos é encontrar a fun¢cdao aproximadora que
resulte em uma solugdo que mais se aproxime da solucdo exata, pois esta pode ser
uma funcao de muitos termos, tornando os calculos muito complexos. Por isso, é
necessario o auxilio de softwares para efetuar os calculos. Para este trabalho, foi

utilizado o Maple, que € uma sistema computacional para resolver equacoes.
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No capitulo 3, sera apresentado o calculo variacional, os Métodos de Rayleigh-
Ritz e de Galerkin, e sera introduzido o Método dos Elementos Finitos. Os métodos
serao aplicados em exemplos para melhor compreensao.

No capitulo 4, sera considerada uma viga linear submetida a uma carga dis-
tribuida para analisar seu comportamento quanto a flambagem, comparando as solu-
coes para a deflexdo maxima obtidas pelos métodos de Rayleigh-Ritz e de Galerkin,
considerando funcdes aproximadoras polinomiais e trigpnométricas.

No capitulo 5, serao citadas as conclusdes atingidas a partir dos resusltados

da aplicacao e comparac¢ao dos métodos e também sugestdes para pesquisas futuras.



Capitulo 2

Objetivos

2.1 Objetivo Geral

Demonstrar as teorias de Rayleigh-Ritz e Galerkin e introduzir o Método dos
Elementos Finitos, com exemplos e explicitando todas as contas. Além disso, compa-

rar os métodos aplicando em um elemento estrutural da construcao civil.

2.2 Objetivos Especificos

e Introduzir o calculo variacional;

e Apresentar as teorias de Rayleigh-Ritz e Galerkin;
e Citar exemplos;

e Introduzir o Método dos Elementos Finitos;

e Criar um material didatico com os célculos mais explicitos do que é usualmente

encontrado na literatura;
e Aplicar os métodos em um elemento estrutural da construcao civil;
e Implementar os métodos no software Maple;

e Comparar as solugbes aproximadas com as solucdes exatas;



e Comparar as solugées de fungdes aproximadoras polinomiais e trigopnométricas;

e Aprender a escrever em formato Latex.



Capitulo 3

Revisao Bibliografica

3.1 Calculo Variacional

No célculo variacional, sao utilizados funcionais, nao funcées. Um funcional
depende de uma fungao, ou seja, € uma fungao de outra fungao. O célculo variacional
estuda os métodos que possibilitam achar os extremos dos funcionais. O calculo
variacional tem como objetivo encontrar uma funcao y(x) que seja a solugao exata
para minimizar um funcional, dentre todas as funcdes admissiveis.

Considera-se o seguinte funcional:

Ty
Y= / F(z,y,y )dx. (3.1)
J

Relembrando as propriedades:

d . rdF
—(0F) =8(—) (3.2)
T2 "I
5/ Fd:;f:j 0Fdx. (3.3)
Logo,
@ 9F  OF _,
fsy_./xl (a—yawa—y,ay)dm. (3.4)

Em geral, o objetivo & extremizar o funcional, para isso € necessario que haja

um parametro. Podemos reescrever o funcional em termos de 7(x):

o
?:/ F(x, 5,7 )dx. (3.5)



O parametro A € o responsavel pela identificagdo das familias e fungdes (), sendo

que, para A = 0:
Y=Y e ) =y).
A primeira variacao do funcional é

5= D gy
d\

e obtem-se a partir da condigdo de estacionariedade:

Fmiin ™ =

..a_oe

0 que nos leva a

1Y 2 R 2 o0F dyg  OF dy
& d-_/ (0 49 OF dy )da:.
w1

PP T A\ By A
Sendo que:
_ dy
yla) = y(a) +M(z) - -~ =1(z)
;
7(@) =y (@) + X' (2) . 7 =1 (@),

substituindo na integral:

(@=L G )]

@€

(i) = /m %? dz + /“ aF'r'd'r
d\/x=0 J, Oy e . c')-y’}

1

Resolvendo a segunda integral, tem-se

“.dF OF
; "I}"’{f.'.t-’; o I w e n'dr=dv,
n Oy oy
lembrando que
/ udv = uv — / vdu,
entao,
d (OF
du = e (@) diy == gl L B

7

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(8.15)

(3.16)



/ 29F |, OF
— 1 = T
i f?y’n oy’ !

2 2 d (0F
L /xl ?;E(@)d:n n(z1) = n(zs) = 0. (3.17)

J

Voltando para a integral, considerando §Y = (0 tem-se

Y 20 | 10
()= [ - (a0 e
deixando n em evidéncia
dY 219 d (OF
(T L, (5~ z () a0 19
conclui-se que
3_5 _ % (g_;) _0 (3.20)

que € a Equacao de Euler-Lagrange.

3.2 Método Rayleigh-Ritz

No método de Rayleigh-Ritz, substitui-se a funcao y(x) por uma funcao apro-
ximada v(x), composta por uma combingao linear de fungées ¢;(z). A fungéo v(x) é
aplicada no funcional para que este seja minimizado.

Para encontrar a fung¢é@o v(x) que minimiza o funcional:

Y:/F@%m@: (3.21)

sendo as condi¢des de contorno:
y(z1) = y(z2) =0, (3.22)

a funcao aproximadora v(x) é:

T

plz) Su(z) = Z a;od;(x) (3.23)

=1
As funcdes ¢; sao chamadas funcbes de forma, sao linearmentes indepen-
dentes e continuas até o grau (n-1), sendo m a ordem da maior derivada do funcional.

Cada uma dessas func¢des satisfaz as condigdes de contorno:

(.-53:(3:1) = (jt(rg) =1 (324)



= (B A
a;: parametros de deslocamentos = parametros nodais.

Substituindo y por v no funcional e impondo a condi¢cao de minimo:

oY aYy Y
8Y = 5obin 50y + .+ 5o = 0, (3.25)

da; S0 arbitrarias, por isso, a equagao acima é reduzida em um sistema de equagdes
homogéneas que vai de acordo com o método variacional:
Y
— =) 3.26
% (3.26)
i=1,2,...,n.
Geralmente, se aumentar o niumero n de termos da funcao v(x), a solucao &
melhorada. De acordo com Assan(2003,p. 36), para se encaminhar a solucao exata,

deve-se satisfazer as seguintes condi¢des:

e "As fungbes aproximadoras v(x) devem ser continuas até uma ordem menor do

que a maior derivada do integrando;

e Cada funcao ¢;(x) deve satisfazer, individualmente, as condi¢cbes essenciais de

contorno;

e A sequéncia de funcoes deve ser completa. Diz-se que v(x) € completa quando

a seguinte condicao é satisfeita:

“Tg n 9

i=1

sendo A um numero tao pequeno como se deseja."

As duas primeiras condicdes sao satisfeitas por fungdes chamadas admissi-
veis. Para certificar-se da convergéncia do método, sdo consideradas duas ou mais
tentativas para a fungéo aproximadora, comparando os valores Y do funcional obtido

com a seguinte sequéncia:

o = u(il}(b{” (3.28)
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v® = (1.-(12)4-5(12) + aéz}qﬁgz} (3.29)
gue pode ser generalizada por
™ = U,E”}gﬁ{l“) + ag")g")é") 4+ ..+ {L.Ef)qbgf")‘ (3.30)
Dessa forma,
P spdls  Sopml (3.31)

Para melhor compreens&o do meétodo, considere a viga de segao variavel da

figura abaixo:

Figura 3 - Viga de secao variavel

Fonte: Préprio autor, 2018.

Como ha variagao de inércia entre as segdes da viga, serao adotadas duas

funcdes aproximadas, uma para cada trecho:

vi(z) = ap + a1z + asx® + asz®  trecho AB, (3.32)

vo(T) = by + 1T + baT> + bsT°  trecho BC, (3.33)

sendo que z e = variam de 0 a L e representam um ponto da viga em que se quer
encontrar a deflexao para cada trecho.

A partir da primeira condicao de contorno, que é

v1(0) = vq (g) =10, (3.34)

10



obtem-se:

v1(0) = ap+ @10+ 220> + a30* =0 .*. ap=0 (3.35)
. l - bil  bl?  bsl? B _ B bl bl?2 bsl?
?..-2(5)—8)04-?“1“7‘{"?—0 o bn——?—T—?. (336)

A segunda condicao é

l
v{(0) = ig(i) = (3.37)
entao,
v7(0) = 2a, +6a30 =0 ... az =0 (3.38)
l 6!1)31’: 3!)31
!H o — Db _— . s o e, i
o (2) 2+ 2= =0 = by = (3.39)
A terceira condicéo é
l
o, (5) = v}(0) (3.40)
assim,
[ 3asl?
POLAN (N - .
bl(Q) a+ = (3.41)
vy(0) = by + 2b50 + 3b30* 1. v4(0) = by (3.42)
logo,
¥ y 2
by = a1 + 3“f (3.43)

A dltima condicao a ser satisfeita €

l
u(5) = wa(0), (3.44)
dessa forma,
. [ . alﬂ 0313
3)1(5) = 7 -+ ? (345)
v2(0) = by + 10 + b20* + b30° -, v2(0) = by, (3.46)

11



podendo assim concluir que

bo = —% + %J - "’;—‘Ed by b; b3—fj (3.47)

%ﬂ’+%ﬁ:—%+%—zs (3.48)

“7“! + %"H e (m & 3”232)% = % bs 4;1_21 (3.49)
Fazendo as substituicoes, tem-se

by — _¥ _ _g(% +203) - b= —$ Sl (3.50)

Considerando que o funcional que representa a energia potencial total da viga

1

1 1
E (5]
H—§/0 EL(v))?dz + 2f0 ElLy(vs)%dz —EPE((M L ) (3.52)

sendo que a primeira integral representa o trecho AB, a segunda integral o trecho
BC, a ultima parte do funcional corresponde a condigdo de compatibilidade no ponto
B (onde as duas fungbes aproximadoras sao iguais), E: mddulo de elasticidade e I:
inércia.

Derivando duas vezes a fungéo v, (z), tem-se:

vi(z) = az + azx’ (3.53)
v} (z) = a; + 3azz® (3.54)
vy (z) = 6azx. (3.55)

E agora derivando duas vezes, também, a funcéo v,(7):

o =55 (o e (o () s

3asl? 12447 12
a_i — ?13 — GaslT + GLT

+ 6asT> (3:57)

w(Z) = @

12



12a 24a4T
’U;(f) = _-f_l = 61113,? + 2 1

Resolvendo a parte do funcional que representa o trecho AB fica

1
1 [z ;
H}_ = i/ Efl(ﬁﬂf:;)zdif (359)
0
213
s = 3_“% (3.60)

Para resolver a segunda parte do funcional, que representa o trecho BC, primeira-

mente sera efetuado o quadrado da segunda derivada de v,(7)

12a 24 2
(@) = (ﬂ 3‘“ B E“” i 120;J) (3.61)
144 988a3F  5T6M1G5T . o
!(7)]2 = gf' + 144a,a3 — 85;5" e “‘7{)‘?”‘” + 364207 (3.62)
288a3T  576a%T? 5T
—144a2lF — ?;111" + 2 6;1‘" - bilfﬂ 14437 (3.63)

Substituindo agora no funcional para o trecho BC:

1 [3 144 988a2%  576a,asT o
I, = 3 / EL( U 4 1dayay - BT TTOMGT | pimp  (a.64)
0

2 2 E l
. 288a?T 576a’T®  5T6ajasT>
— dafiz - =5 4 20T - 2T L dadat)de (365)
. 12“% o, 213
ILi— BliBig(=2 4 12a;1aal + 30.31‘). (3.66)

Entao, o funcional resolvido é igual a:

3a213E 1
4

-+ 12010 ;II 4 50233) - %( ay + J j‘%) (367)

12a?

1= +E12(

Pode-se notar que a equagao depende apenas dos termos a; € as, para descobrir 0s

seus respectivos valores, deriva-se Il em relacao a a;:

o1l 24a, Pl
o= ( : 12(1:;!);5]2 -5 =0 (3.68)
2—1&1 . Pl
+ 12a3l = T (3.69)
Posteriormente, deriva-se em relacao a as
oIl /6ayl® PP
= ( ; )En (1211 + Gasl’) BL, = —— =0, (3.70)

13



ou ainda,

6al°
(%5

ik

)EII + (1201 + 6asl’) BT = —

(3.71)

Resolvendo o sistema de equacgdes obtido no passo anterior, os valores en-

contrados para a; e as Sao:

o PI? ( 1 2) P

a2t o g f = — . 72
BE\L T T = T19E], (8-72)

Dessa forma, pode-se concluir que os valores para b; sao:
PRyl 1 Pyl 1
b(]:_T"(_+“)a 1’31:—-(“——')1
GENL, I ABE\I, I

Pl e P
8EL, =~ °* 12EI,

by = (3.73)

Pode-se, entao, escrever as fungdes aproximadoras v, () e v.(Z), que repre-

sentam a deflexao no eixo da viga, como:

(@) = % [(Ilz v %)m - %3} (3.74)
0(E) = opr [83,"‘.3 — 1217% + 2(1 - ){—f)!z’f + (1 3 %z“)}, (3.75)

onde = € 0 ponto no eixo da viga em que se quer encontrar a deflexao. Assumindo

que I, = I, = I, entao:

P ; ,
"U]_(;'I:) = @(—4;33 4+ 3{2;{:) (378)
. 2 :——3 -1 =2 ) 3 ! 77
va(T) 965‘}(87: 207* 4 21°) (3.77)

Como havia sido dito anteriormente, -z,-l(é) = v3(0), sendo assim a deflexao no

ponto B é:

B P.'H
~ 48ET’

[
’Ul(§) = '{',-‘2(0) (378)

que €é o valor exato da deflexao nesse ponto.

14



3.3 Meétodo de Galerkin

No método de Galerkin, nao € necessario a existéncia de um funcional, utiliza-
se diretamente a Equacao Diferencial que descreve o problema. Como ja diz o nome,
a funcao aproximadora nao é a solucao exata da equacao diferencial, por isso existe
um ou mais residuos que devem ser ponderados através de Fun¢des Ponderadoras.

O método preza pela condicao de ortogonalidade, que determina que o pro-
duto entre a funcao residual e a funcao ponderadora deve ser, supostamente, igual a
zero no dominio de integracao.

Levando em consideracao o sistema de equacoes lineares da forma:
Lv=f (3.79)

L: operador;
v: fung@o que satisfaz certas condi¢gdes de contorno.

Supondo uma fung¢ao aproximadora v:

U= i a;0; (3.80)
i=1

¢;: fungao que satisfaz as condigdes de contorno.

Substituindo v por ¥, ha um erro dado por:
e=Lv—f (3.81)
Levando em consideracao os conceitos de ortogonalidade, podemos escrever:

/ ' (LY — f)oidV =0 (3.82)
%
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Tomando como exemplo a viga da figura a seguir:

Figura 4 - Viga prismatica

q
bbb bbb bbp bbb b

/
3 £y
Fonte: Proprio autor, 2018.
O funcional que representa a energia potencial total da viga é
) EI ) [
1] = / 7[1)“(:{:)]2@' - / qu(z)dx. (3.83)
0 ] 0

Calcula-se a variagao no funcional, aplicando a equagao de Euler-Lagrange, para en-

contrar a equagao diferencial de equilibrio da viga, que € dada por:
EIvV —g=0. (3.84)

Para resolver o problema, admite-se como fungao aproximadora a seguinte

série de Fourier:
T.r 2wx r.r drx
o(z) = alsen(?) + G‘QSBT!-(?) - a356ﬂ.(%TT) -+ agsen(%). (3.85)
Satisfazendo as condigbes de contorno:

v(0) = a.lscn(ﬁTO) + a;sen(@) + a;;sen(@) + (1.456'?1(@) =1 (3.86)

7l 27l 3l 4l
o(l) = alse-n.(%) -+ (.128(.’.??,( .-’ ) + a;;sen.(d%r) + a.43(3-;'1(TT) = 0. (3.87)

Derivando até a quarta ordem:

1Tl T 2 T 27y 3a37 3mx da, 4
7iE) = gcos(g) + af?-cos( ;rr) + da’;ﬁcos(gjg’) + a;ﬂ-cos( IQ )7 (3.88)
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, 2 mr da = 2 9a- |2 Irx 16a. 2 drx
T () = s srn(?) — G;; sc-.-n( :T) — )ag" szn(a?;r) — ()r;;'rr sen( }rq {)3_,.89)

T am cos (E) B S8aym® cos ( 2’:1’:1:) B 27asm? cos ( S?T;II) B 64aym® cos (4?;&:()190)

I3 [ [3 [ 3 [ [3
4 .
vy T T ) 2??;1:) o 371‘:1?) cn. . (4Tx
i () = 7 [alscn( ] + 160.2301(—3 + 81121,55(,?1(—lr + 2060,436n(—£ )}(3.91)

Pode-se dizer que os coeficientes ¢; sao iguais a:

; T : 2nx
O = ,sen(—) , g = Sen-( ) ;

[ [
O3 = sen(?) e 4= fn:,n(hirTlT) (3.92)

Da relacao de ortogonalidade, conforme o Método de Galerkin, tem-se:

)
/ [EI5"Y (z) — q]¢dx = 0 (3.93)
0

i = 1,2,3,4. Para relembrar os conceitos de ortogonalidade, considere a integral a

seguir
I ,.
/ .Sen.(m;m )3&>'ra(rTI)d;;.r. (3.94)
0 .
Para m # n:
cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b) (3.95)
cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b), (3.96)

subtraindo as duas fungdes anteriores, tem-se:

cos(a — b) — cos(a + b) = 2sen(a)sen(b) (3.97)

sen(a)sen(b) = %[cos(a — b) — cos(a +b)]. (3.98)
Substituindo na integral, obtem-se:

! . ;
% / [co.s%(m —n)— (:0.5?(?.*1- + 'n.)] dz, (3.99)
" ]
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resolvendo, entao, a integral

1|

[ l
senm(m —n) —

. — —_°  _senm(m+mn)| =0.
2 Lr(m —n) m(m +n) BRI+ ”)]

Generalizando, para m # n:

/l sen(%)sen(?)dm =

0 - '

/.ﬂ sen(m;m)cos(n?w)di: =1
. ; ;

/li cos (m;r:z: ) cos ( n’[rpc ) dx = 0.
o .

Para o caso m = n, pode-se simplificar a integral como

/: Sen(m;m:)se' (’n;rr)dq, _ j: sz(m;r;r:)?

lembrando que:

cos*) =1 — sen’d e

cos(20) = cos*0 — sen?d ,
entao,

cos(20) =1 — sen®0 — sen®d . sen’d = [1 — cos(26)].

l\.;]»—

Substituindo na integral, fica:

[ 2mmr
1 cos(%mz
/ [__(o%( i )]d:z.',
o LB 2

resolvendo a integral, obtem-se:

[ 1 1
- — = sen(2mm) = —
2 22mmw (2m)
Generalizando, para m = n:
/' ! m’m E
sen’? -
0 2

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)



Voltando para a viga do exemplo, substituindo /" na integral e resolvendo

para ¢, = 5(!1(”) tem-se:

/: (%ﬁsen?) [al se n(: ) + 16aysen (2?; ) + 8lagsen (3?;17) (3.112)
+256a4sen (4,{ H dzr — /: gsen (E;) dr =0, (3.113)

entao,

(3.114)

Para ¢, = sen (2‘“’”) tem-se:

/-1 (Effétsen?) [Gq ‘ven(ﬂ;{ ) + 16(@5&&(22@) + Slaaben(gzm.)di' (3.115)
o j

2mx

+256a, sm’n(dli_f )} dr — /i qsen,(T”)da.’ =0, (3.116)
. i .

dessa forma,

as = 0. (3.117)

Para o3 = c.en(?”) obtem-se:

/I (E;rf4 .se-n?) [awen(ﬂf) + 16assen (2?; ) + 8lagsen (‘3:}"1 )d.z, (3.118)
! : j

—1—256(;,43&2?5(?)} dr — f! q.se-n.(s’?m)da: =0, (3.119)
0

sendo assim,

4ql*

243E1Im5 .10

a3 =

Por dltimo, para ¢, = aen( ) obtem-se:

/0*’- (%ﬁsua?) [a-] se'rb(?) - 16&35(:‘?’.{(2:;-&) + 8lagsen (?Tr)d.l (3.121)
-+~2‘J()awen(4I )}dr - ﬁi q.sen(#)dx =0, (3.122)

logo,
as = 0. (3.123)

19



Sendo assim, a fungdo aproximadora pode ser reescrita como

_ 4ql* T 4ql* 3rx

V(x) = —sen| — ————gen|{ — ). 124

v(x) Ehrosrn( ; )+ 243Ehr55m( ;i ) (3.124)
Para » = 3, a deflexao € igual a:

iz 4ql*  ml dql* /3wl

(3) = wrmeen(3r) + smareeen (o) (3:125)

[ ql*

o5) = mmmE Gize

P 4 . ~ . po—
sendo que o resultado exato é %ﬁ%ﬂ Ou seja, a solucdo encontrada € bem préxima

da solucao exata.

3.4 Introducao ao Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) € baseado nos Métodos de Rayleigh-
Ritz e Galerkin, por esse motivo sera adotada a viga em balango a seguir, resolvendo

pelo Método de Rayleigh-Ritz para chegar a formulagao geral do MEF:

Fgura 5 - Viga prismatica em balango

q

PO S ddbbdddl

e
™
-

—

Fonte: Préprio autor, 2018.

Novamente adota-se a seguinte fungao aproximadora para representar a de-

flexao:

v(z) = a1 + asx + azz? + asz’. (3.127)
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As condigGes de contorno a serem satisfeitas nesse problema, sao:

v(0) =0, (3.128)
dessa forma,
ay + a0 +a30® +a,03=0 . a;=0; (3.129)
v'(0) =0, (3.130)
entao,
as+ 203z +3a42° =0 . a;=0. (8.131)

Sendo assim, a fungao aproximadora pode ser escrita da forma
v(z) = a3z® + aux°. (3.132)

Sabe-se que v(l) = —f e v'(I) = —6, sendo f a deflexdo e ¢ a rotagdo na

extremidade livre da viga, resultando o seguinte sistema de equacoes

asl® + ayl® = —f (3.133)

2asl + 3a4l® = —0. Z
[ I ) (3.134)

Resolvendo o sistema de equacgoes:

gy = T == CL4Z (3135)
—0 — 2asl
ay = PTE (3.136)
obtem-se
0 3f 0 2f
az = ? == {—2 ay = _f_2 3 (3137)
Dessa forma, v(z) €
8  3fy\ —6 2 .
v(z) = (? - E—f)mz + (g_z + f—f)a‘j (3.138)
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v(x) pode ser escrita em fungdo das incdgnitas as quais se quer encontrar no pro-
blema, f e 6

2 3

o(z) = (_ffg o z%*) o (% - i)@f (3.139)

Considerando uma coordenada adimensional £ que é igual a 7, a fungé@o pode

ser, entao, escrita em funcao de ¢
v(€) = (26° = 36%)f + (€2 - £)aL. (3.140)

O funcional que representa a Energia Potencial na viga deve ser reescrito em funcao
de &:
1 By !
1= / 7[@”(:1?)]20{:5 + / qu(z)dz, (3.141)

0 0

1

1
1= T EI[ HE)] d£—?/ﬂ qu(§)d¢. (3.142)

Para resolver no funcional, o primeiro passo é derivar a funcao aproximadora

duas vezes em relagcao a ¢

V(&) = 662 F — 6Ef + 2601 — 3£24l, (3.143)

V(&) = 126f — 6f + 201 — 6£6L. (3.144)

Substituindo no funcional:

1 1 1
II = 5 / EI(126f — 6f + 261 — 6£01)%d¢ — 3/ q(2€% — 3€2) f + (&% — £%)01d€3.145)
0
Resolver esse funcional implica em resolver um produto notavel de muitos termos, e
quanto mais termos compuserem a fungao aproximadora, mais complexo fica o cal-

culo. O produto notavel contido no funcional acima, resolvido, equivale:

144€% f2 — 144€ f2 + 48€ fOl — 144€2 Ol + 36 f2 (3.146)
—24 101 + T2E fO1 + 40%1 — 24£60°1% + 36€£26%1°. (3.147)

Resolvendo o funcional, chega-se ao seguinte resultado:

El

W= );i(

1201 + 122 + 46%12) — | ;(71+fi) (3.148)
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Para descobrir os valores de [ e 6, deriva-se I1 em fungcao dos mesmos:

g?[ Jff( 60l +12f) + = = 0; (3.149)
ol EI gl
B (—6f +40l) — 1 =], (3.150)
gerando o sistema de equacgoes:
_ —qt ol
f_24EI+2 (3.151)
B qIB g
9_48EI+ TR (3.152)
Conclui-se, entao, que:
B —ql? - —ql®
e S5l © = SEL" (3.153)

Considerando que a deflexdo e rotacao na extremidade engastada sejam re-
presentadas, respectivamente, por V; e #,, e na extremidade livre por V; e 6,, a fungao

aproximadora pode ser escrita como:

v(€) = 01(E)V1 + 92(8)01 + d3(§)Va + d4(€) 021 (3.154)

Assumindo que V; e 6, sejam positivos, pode-se dizer que ¢, e ¢, tém sinais contrarios

aos calculados anteriormente, e sao iguais a:
$s=32-2 e ¢y=(-EL (3.155)

Como V; e ¢, sdo iguais a 0, as fungdes ¢, e ¢, nao podem ser determinadas.
Mas deixando para impor as condi¢gdes de contorno mais para frente, € possivel de-

terminar os valores de ¢, e ¢,, considerando valores ndo nulos para V; e 6,. Sendo

assim:
v(0)=V1 . a =W (3.156)
?,?!(0) = 91 g = !()J_, (3157)
o) =Va . Vo=V 4011+ asl® + aul?; (3.158)
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'l.-"(r!) = (‘)2 62 = 91 -+ 2({-31 + 301(_132.

Resolvendo o sistema, é possivel obter os valores de a3 e ay:

3(Va— Vi) (62 + 261
ag = = :

[2 [

2(V1 — VQ) 92 + 9]
ay = 33 -+ 32 .

Reescrevendo a fungdo aproximadora:

302V, 32V Oy
v(z) =Vi+ 6z + AL 2

2 [2 [
20,2 i 223V, 228V, i Oy £ 0,23
l 3 3 2 2 -

(3.159)

(3.160)

(3.161)

(3.162)

(3.163)

Considerando a coordenada adimensional § = 7, a fungéo aproximadora fica:

v(€) = (1—32+28HV; + (€ — 262+ )16,
+ (367 —28%)Vo + (=& + £°)1bs,

sendo assim, pode-se dizer que:

or=(1-32+26%; o= (£—28+E%;

03 =(32—-28%) e ¢y=(-+E)

A funcao aproximadora pode ser expressa matricialmente como:

Wi

| b
W& =|d ¢ ¢s ] = v.
Vo

0,

Derivando duas vezes a funcao aproximadora, obtem-se:

V'(€) = (—6€ + 6£%)Vi + (1 — 4€ + 3€7)161 + (66 — 6&%)Va + (36” — 2€)162,

V(&) = (=6 + 128)V; + (4 + 6£)10; + (6 — 12€)Va + (6€ — 2)165.
Generalizando,
v"(€) = Bu.
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Para substituir no funcional que representa a energia potencial total da viga,
€ necessario elevar a derivada de segunda ordem da funcéo v(£) ao quadrado. Isso
implica resolver um produto notavel que resultara em 64 termos, sendo inviavel de se
resolver manualmente. Por esse motivo foi utilizado o software Maple para obter esse

resultado. O funcional resolvido € igual a:

II = (6V72+6IV160; — 12ViV, + 61V10, + 21267 — 610, Vs + 2529192 (8.171)

5 /'

Vi
; 1V,0, 23393——— z( i
V2 — 6lVafs + 20%62) t ot

Derivando em funcao de Vi, 6,, V5 e 6,, resulta em um sistema de 4 equacoes:

o1l EI al _

2

f;;[ (61V; + 4126, — 61V, + 23393) % = (3.174)

ovy

: 71

3? = (—12V; — 616 + 12V; — omo)}; ~ %‘E —0 (3.175)
2

3

3{? (61V; + 2020, — 61V5 + 43202)% 4 ﬁ —0 (3.176)
2

O sistema anterior pode ser escrito em forma de matriz, como:

12 6 —12 6l 1%
EI 6] 412 —61 22 0,
Bl 19 —61 12 —6l /A

6l 20> —61 4I? 6

Rl 3~ =

—_
b2

Nota-se que a matriz quadrada é simétrica, resultado dos teoremas de reciprocidade

de Betti ou Maxwell.
Agora sao impostas as condicées de contorno, assumindo os valores V; =

0, = 0. As equacoes se reduzem a:

Bl 12 -6l V

i3

T
(TR

—61 412 17 — =t
; ! 2 12

Simplificando o sistema, tem-se:

g q:l"l 1192
Vi g+ (3.177)
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)
T TR {Sai5)

que resulta em:

qi'il } fj_'vf:j

Ya=3E1 ¢ %= GED)

(3.179)

gue por sua vez, sao os valores anteriormente determinados para f e #, porem com
sinais contrarios pois foi definido que os mesmos eram positivos, ndo negativos. Outra

forma de escrever a matriz do sistema de equagdes é

10 0 0 i 0
EI|01 0 0 0 0
=5 =ql
Floo 12 —6||W :

00 —6l 412 0> =

uma forma mais adequada de se obter o sistema de equagdes.

Sabe-se que o funcional que representa a energia potencial total na viga é:

i = % '[U"(g)]gf[v”(g)]dg— /U glu(E)de. (3.180)

A férmula geral para v(&) e v”(€) foi vista anteriormente, sendo assim, pode-se rees-

crever o funcional como:

Il = 2;5 (Bv)T EI(Bv) df—f/ qoude, (3.181)

ou ainda,

1

= [253

BT(EI)Bdg v —f/ qoudE. (3.182)
Fazendo a variacao no funcional, tem-se:
1 1 1
811 = §u” [55/ BT(EI)Bdf} v — 5-1..‘T£/ qoTdé =0, (3.183)
1]
como év! é arbitrario, resulta:

[; f BT(EI)Bdg b o / goTde =0, (3.184)

sendo que o termo que esta entre colchetes é chamado de matriz de rigidez, dada

por:
1 1

= f BT(EI)Bde. (3.185)
0
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O segundo termo da equacao é denominado vetor de cargas nodais equivalentes,

dado por:

1
=i qo’ d€.
0

A equacao pode, entao, ser escrita como:

ky =7,

gue é a base para a formulagao utilizada no Método dos Elementos Finitos.
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Capitulo 4

Metodologia

O presente trabalho busca realizar uma analise estrutural de um elemento da cons-
trugao civil. Tal andlise parte da comparagao das solugbes obtidas para a deflexao
maxima a partir do Método de Rayleigh-Ritz e do Método de Galerkin. Para realizar
a comparacao dos métodos foi considerada uma viga biapoiada sujeita a uma carga
distribuida ao longo de seu eixo.

A comparacao teve como base as solucdes geradas por funcdes aproximado-
ras polinomiais e trigonométricas, para ambos os métodos, a fim de conferir a equiva-
léncia dos mesmos, além da convergéncia para a solucao exata do problema.

Para a escolha do elemento estrutural, devido a dificuldade de se calcular
elementos com variadas dimensdes, foi priorizada a sele¢gdo um elemento unidimensi-
onal. Mesmo assim, em certo ponto as equagoes geradas se tornam muito complexas
para serem resolvidas manualmente, por isso foi utilizado o software Maple para auxi-
liar na resolucao das equacdes.

Para a elaboracao deste trabalho, foi necessario aprender os respectivos mé-
todos utilizados, assim como sua aplicabilidade na Engenharia Civil. Ainda, foi neces-
sario aprender a programar textos em formato Latex por meio do software Texmaker e
a programar equagdes no software Maple.

O software Maple é um sistema computacional desenvolvido pela companhia
canadense Maplesoft, que consiste em resolver e equacdes algébricas, podendo tam-
bem criar graficos em duas ou trés dimensées. Pode ser comparado com uma cal-
culadora grafica, porém mais eficaz, aplicavel em praticamente todos os ramos da
matematica.

Esse trabalho foi produzido em Latex por meio do software Texmaker, uma
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plataforma de programacao de textos, muito utilizado na area de exatas pois possui a

vantagem de editar formulas matematicas com uma excelente formatacao.
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Capitulo 5

Apresentacao e Analise de Resultados

Esse trabalho tem como objetivo comparar os métodos de Rayleigh-Ritz e Ga-
lerkin, admitindo fungdes aproximadoras polinomiais e trigopnométricas para ambos 0s
métodos, e também variando a quantidade de termos dessas funcdes. A compara-
cao sera feita quanto a convergéncia da solu¢ao para a solucao exata, e quanto a
equivaléncia dos métodos e funcoes.

Para atingir os resultados, essa € a viga a ser analisada:

Figura 6 - Viga prismatica

q
A b

-

o

Fonte: Préprio autor, 2018.

{

Sabe-se que a deflexao maxima para a viga em analise se da no ponto = = ;

e que a solucao exata é
[, 5ql* - ql*

v(3) = 304BT = 76.8E1"

(5.1)

sendo E 0 médulo de elasticidade e | a inércia da viga. O dominio de integracao para

a viga em analise varia de 0 a [, que corresponde ao tamanho real da viga. Sabe-se,
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também, que o funcional que representa a Energia Potencial Total da viga é

r q
H:/ E['U”(;z:)]z’d:,z':+/ qu(z)dx
o 2 0

e que a equacao diferencial de equilibrio da viga &

Elv'Y —g=0.

(5.2)

(5.3)

Primeiramente, sera analisada resolvendo pelo Método de Rayleigh-Ritz, con-

siderando as fungdes aproximadoras polinomiais.

As condicdes de contorno que devem ser satisfeitas para todas as fungdes

aproximadoras a serem analisadas sao:

v(0)=0 e wo(l)=0.

(5.4)

Admitindo a primeira funcao aproximadora, que representa a deflexao na viga,

sendo
v1(x) = a1 + asx,
impondo as condi¢des de contorno, tem-se:
ap,=0 e ay=0,

dessa forma, a fungao aproximadora resultara sempre em 0.

Cnsidera-se, entdo, uma nova funcao aproximadora:
V() = ay + ax + asz?,
impondo as condicbes de contorno, tem-se:
ap=0 e ay= —asl.

Substituindo e resolvendo o funcional, conclui-se que
ql?
24E1

az =

A funcao vy(x) passa a ter a forma:

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.10)



a funcdo aproximadora depende agora somente de x, sendo x um ponto ao longo do

eixo da viga. A deflexdao maxima para essa funcao é dada por:

RO o1

A partir de agora, algumas etapas dos calculos serao omitidas pois foram

realizados por meio do software Maple, mas essas etapas podem ser encontradas
nas imagens do apéndice.

A préxima funcao aproximadora a ser analisada &
v3(z) = a; + asx + asx? + ag2’, (5.12)

resolvendo o funcional, conclui-se que os termos «a; tém valores iguais a:

ap=0: a»= —933 :
1 = U, 2= SAET !
_ q® _
as = 1Bl e ==, (5.13)

entao, a funcao aproximadora v3(z) tem a forma:

(z? —Ix), (5.14)

que é igual a funcdo vy(x). A deflexdo maxima para essa funcao também sera a

mesma encontrada para a funcao anterior,

”(%) - ”(é) - qg;f (5-15)

A quarta fungéo a ser considerada é
va(x) = a3 + asx + asz? + asx® + asz?, (5.16)

a resolucao do funcional resulta nos valores de a;

g:'j
a,=0; ay= QZEI ;o oag=0;
i as = — (5.17)
“T 0B ¢ T uEl '
entdo, a fungdo v,(x) é
oy 4 8, _ I3 o d
vy(z) = —24EI(E z —lz° + %) (5.18)
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e para o valor de = = £, a deflexdo méxima é

' (E)_ 5ql* B ql*
“4\2) T 384EI ~ 76.8EI'

que é a solucao exata.
A quinta fungdo considerada é

£ 14
vs(z) = a1 + apx + asx® + asx® + asz? + agx®,

resolvendo o funcional, os valores obtidos de a; sao:

13
a; =0 ; aZ:QjEI; az=0;

a4
U=PET BT UET

g = 0,
resultando em uma fungao vs(x) igual a fungao v,(x)

vs(x) = v4(x) = ﬁ(ll"m —Iz® + 2%,

sendo a delexdo maxima, para o ponto % igual a:

[

-v;,(gi) =y (é) = 5qI*384F1 =

ql’
76,8E1

qgue também € a solucdo exata.

Admitindo uma sexta funcao aproximadora da forma

Ug (_.-r) = ay + o + (13.-1:2 + a.4:r.d + (::5:1:4 + agx’ + arx

a resolugao do funcional resulta nos valores de «;

ql®

ﬂl:{) GQZE, (}3201
I —ql g 1. 0
“T e T upr

e a;=120

sendo assim, a fungao aproximadora vg(x) pode ser reescrita como

q

= @(iam = i:TfS -+ 374),

ve(x)

33

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)



que é exatamente igual a fungao encontrada anteriormente para v4(z) e v;(x). Conclui-

se entao que a deflexdo méxima para o ponto = = L também é a mesma

-t;ﬁ(%):z;5(%):f{_.rd(i) Sqlt gl (5.27)

2) ~ 384E1  76,8EI
A partir das analises dessas 6 fungcbes aproximadoras, € possivel concluir

gue a partir do momento que se encontra a funcao que corresponde a solugao exata,
mesmo que se acrescente mais termos, a fungéo e a solugao acabam sendo sempre
as mesmas.

Agora sera resolvido o mesmo problema, ainda pelo Método de Rayleigh-Ritz,
mas utilizando funcdes aproximadoras trigonométricas. Para esse caso, nao sao con-
sideradas as condi¢cbes de contorno vistas anteriormente, pois resultam sempre em

=K

A primeira funcdo considerada sera:

u(z) = a,l.sen(?) - u..gsen-(zjm), (5.28)

resolvendo o funcional pelo método, obtem-se os seguintes valores para a;:

4ql*
| = —— 2 =0, 2
=7 az =0, (5.29)
entdo a fungéo u,(x) pode ser escrita como
4q1* T
uy () = E?;?rf" sen(T), (5.30)
dessa forma, a deflexdo maxima, dada no ponto = = g, é igual a:
[ 4ql* ql*
A —_ = = 4 i 1
“1 (2) EIr®  76,5049E] (2:531)

Considera-se, entdo, uma nova funcao aproximadora

us(x) = r;-,lsm?.($) + (.123(??1(?) + a;;sen(ﬁ), (5.32)
o funcional resolvido resulta nos valores de a;
a; = ;?:5 s =0 e @a= %ﬁﬂ-% (5.33)
a fungao uy(x) reescrita €
us(z) = ;i{; ern(?) + 24jg;ﬂ,} 3(2-?1(3TB) (5.34)
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e a deflexdo maxima, no ponto » = % é

l 968¢l* ql?
(=) = = . 5.35
“2(2) 243175 76,8210E1 (5:35)
A terceira fungao aproximadora us(x) a ser analisada é
mE 2rx 3mx 4
uz(z) = ay sen(—ﬁ;—l) + assen (%J) + qt'z.;;sen(;;”l) + assen (%) (5.36)
resolvendo o funcional, os valores encontrados para a; sao:
4ql*
ay = E?rﬁ ; ag=0;
4ql*
7 — ——— 4 = U, . 7
a3 = 5rapr—s ay =0, (5.37)
reescrevendo a funcao us(x), fica igual a funcao encontrada para us(x)
4ql* T 4ql* 3rx
'?L-;;(;IT) = 'LLQ(,’L‘) - m«?(’ﬂ(T) + mSGTl(T) (538)

e consequentemente, a deflexdo maxima para essa fungdao € a mesma encontrada

para a funcéo u,(3)

l l 968¢1* ql!
”3(5) N ”‘2(5) " 243FIr5  76,8210E1 (2:39)
Admitindo mais uma fungao
FiRe 2 £ 2 I
wa(z) = a-l.sen(:—ﬂo) + a.zse-n.(g) + agsen(g’?ﬂ) (5.40)
lrx S
+ ce.4se-r'a.(T) + a.5.se-n(T) (5.41)
os valores obtidos para «; ao resolver o funcional s&do
_ Aglt . o Aqlt
U B @770 BT oEms
4ql*
4 = Q5= ————, 42
aa=0 ¢ 5= o T (5.42)

a funcao pode, entao, ser reescrita da forma

4ql* T 4q1? 3rx 4q1* bra
uy(x) = msrn(T) + SIBEI sen( 7 ) + 3126Efﬁ536ﬂ.( ﬁ ) (5.43)

e entdo, a deflexao maxima para essa funcéao é

l qlt

tulz) < (5.44)
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A préxima fungéo a ser analisada é

T 2mx 3z
us(x) = awen(?) - (Lg.serz,(?) + ct;;seﬂ(%) (5.45)
dmx DT YT T
+a45€n(%) + a-_5sen,(ﬁ;-r) + (;'..()-&;f?-r?..(($)1 (5.46)
com a resolucao do funcional, obtem-se os valores de a;
0—4{};’4' as =0: a3= . i :
YT Ems T BT oERs
4ql*
Ga=0: &Gzp= c fig-='0, (5.47)

3125E 7

entdo, a fungdo aproximadora reescrita é

4ql* T 4ql* 3mx 4ql* S
us(x) = sen| — _sen e , 5.48
s () Ehrf)“e”’( I )+ 243Ehrv“”( I )+ 3125Em55“"’( I ) (5:45)

que € igual a funcao aproximadora anterior u,(z). Por isso, a deflexdo maxima para

us(% €, também, a mesma de wuy(%)

s (%) = -11-4(%) = 76,'%% (5.49)

A ultima funcao aproximadora trigopnomeétrica a ser considerada para o Método

de Rayleigh-Ritz &

T 2 3::, Az
ug(z) = a-lsen.(¥) + agsen( IT) + a,gsen-( ;rr) +a4sen(¥) (5.50)
TE 67 Trx
+ (1536?1(%) + aﬁse’n(%) + a—;sen(%)._ (5.51)

tendo os seguintes valores para a; obtidos por meio da resolugao do funcional

4ql* . 4ql*
= o =0: ay=-—-—
YT EIRS P T 243FInS
4ql?
04=0; 5= g pras %=1
Aqlt
= —————— 52
¢ YT 16807EIT (2:524)
e reescrevendo a fungao ug(x) tem-se
4ql* m 4ql? Inx
w(®) = grsoen(T) + smpren () (5:53)
4ql* S5tz 4qlt Tnx
3125 BT sen(=7-) + 16807EIm sen( ), (R4
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J=~

logo, a deflexdo maximadadaem z = ; &
[ ql*

'”’“(5) ~ 76,8008EI"

J

¢

(5.55)

Analisando pelo Método de Galerkin, pode-se chegar a conclusao de que é
inadequado utlizar funcbes aproximadoras polinomiais iguais as utilizadas para Rayleigh-
Ritz para encontrar a deflexao na viga, pois para a equagao diferencial que representa

a energia potencial total da viga, tem-se:

! I I
/ [EH”’(:I:) — qlgidx = / [EIﬁ“/(;rr)]qjéd;r - / qoidr = 0, (5.56)
0 0 0

portanto, s6 é possivel determinar os valores dos parametros a; para outro tipo de
funcao polinomial que tenha o menor grau igual a 4, pois para substituir na integral é
necessario efetuar a quarta derviada da funcao aproximadora.

Considerando as 6 fun¢des aproximadoras polinomiais, de menor grau igual a

]

4, variando de 2 a 7 termos, o resultado obtido para deflexao maxima no ponto = = 3

ql*
3RIET

nota-se que a solucao obtida pelo método esta muito longe. Porém, se forem consi-

o - 4
Lembrando que a solucdo exata é -.%

para todas as fungdes € sempre igual a EET

derados muitos mais termos na fungdo aproximadora, € possivel obter uma solugao
préxima. Dessa forma, as funcdes aproximadoras polinomiais para este método foram
desconsideradas e serao analisadas somente as fungdes trigonométricas.

A primeira funcao trigonométrica a ser analisada é
¢ 2mx
wy(z) = alsen.(?:—x) + agsen(%‘l), (5.57)

ao aplicar as condi¢des de ortogonalidade conforme o método, obtem-se;

4ql*
] = EI}T‘B g = 0, (558)
entdo a fungé@o pode ser escrita como
| _Aqlt T
wy () = Bl .se.n,(T) (5.59)

e a deflexdo méaxima é

[ 4ql* ql?
w =) = = : 5.60
i (2) Bl 76,5049E1 (3:80)
A préxima funcao aproximadora é
Tl 2: o e I
wo(z) = alseﬂ.($) + a.-zsf?-n.(%) + a;;sen(dj:—r), (5.61)
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aplicando o metodo, os valores obtidos para a; s&o:

4ql* 4ql*

;) = § el B
T R ¢ B oREID

(5.62)

substituindo na funcao aproximadora w(x), obtem-se:

, B 4ql* T 4ql* ([ 3mx
wa\E) = Em“’en(T) +243£1ﬁ5'5€"'( l ) (264}

e a deflexdo maxima, dada no ponto = = § é

Iy 968q" ql?
“"2(5) ~ 243FEIrm5  76,8210EI° (26

Admitindo uma terceira fungao aproximadora ws(x)

wy(x) = awen(?) + (I-géi‘ffﬂ,(?) + (lgSE?‘Tl(?) -+ (54.5‘6'1".5(?)7 (5.65)

a partir do método, tem-se:

= Aol ;o ax=0;
1 EI’,ITS 1 2 1
4ql*
=— = 0 5.66
9= S43B I W= (5.66)
a fungao, entao, fica igual wy(x)
- _ A4ql? T dql* /3w

wz(x) = we(x) = msen(T) + mam(T), (5.67)

consequentemente, a deflexao maxima para wg(é), também é igual a deflexdo maxima

de wy(z) = é, que é

I I 96841 gl
L T L e . 5.68
“s (z) we (z) 243EI7>  76.8210E1 (5.68)

Considerando mais uma fung¢ao aproximadora:

wa(z) = al.Se?'r?.(%{) +EL23€'?1-(?) +(13S€?’1‘-(3J—T{) (5.69)
- mse‘rt(?) - a.5.se-ra(5jm), (5.70)

para essa funcéo os valores encontrados para a; a partir do método sao:

4ql 4 ‘ 4ql 4

M= B 2T BT opps
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4ql"1

= 3125EIx5’ (B-£1)

ay=0 e as

a fungao w,(x) reescrita é

4ql* T 4ql* ( 3nx ) 4ql? (571':3: )
i) W (18 72
ws(@) EIw”SPﬂ( i ) Y oBE "\ T ) T 31 e\ (8:72)

e a deflexdo méxima para w,(%) é

[ ql?
ta (5) = 76.7963E1 (5-73)

A préxima funcao aproximadora a ser analisada é

ws(x) = alsen(?) - {IQSG'H(@) + 6386?1(37;;3) (5.74)
“+ay sen(MTw) + awen(ij) + aﬁsen(@) _., (5.75)

por meio do método tem-se:

4ql? 4ql*

m=grsi =0, &= mmrs;

4ql*

_ —0. 7
3125E 70 a6 =0, (5.76)

CL(1:U; a5

reescrevendo a fungao aproximadora

4ql* T 4ql* 3rx 4ql* Snx
ws(2) = 77— “’5"( g ) t BEL® "en( z ) * 3125 ET7 99"( z ) (-]

conclui-se que a funcao w;(x) € igual a funcao w,(x). Dessa forma, a deflexdo maxima

também é a mesma

l l &
“""3(5) - “""(5) ~ 76, ?%6351" (5.78)
A Ultima fungao a ser analisada é
we(z) = r;-,lscn(g) + agsen(%%x) + (138(:3?1(%733) + %sen(?) (5.79)
+ a.5sen.(5if) — awen(?) + msen(?), (5.80)

aplicando o método para essa funcao aproximadora, os valores encontrados de a; sao:

4ql* 0 4ql*
—— 1 =05 dy=————
Elrm ' 2 R D VY o i

a; =
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4q1*

=0: = ——————— ! g = (0
a4=0; 5= giocprm s W=
4ql*
= —— 5.81
Y= 16807E IS’ (5:81)
a funcao wg(z) pode ser reescrita como
4ql? T Aql? 3nx
we () = B (T) + 13RI sen( I ) (5.82)
4ql* Srx 4ql* Trx
T 3125E170 Se”( I ) T 16807E I Se”( g ) (5:83)
e para essa fungao, a deflexdo maxima para ws(%) é
[ ql?
] = 5.84
U”F(Q) 76,8008 E1 B

Considerando as funcdes aproximadoras analisadas, com 2 termos até 7 ter-
mos, para os dois métodos, é feita uma comparacao das deflexdes maximas encon-

tradas para cada uma, como mostra a tabela a seguir:

Tabela 1 - Deflexao maxima

Deflex3o Maxima
Numero de | Rayleigh-Ritz| Rayleigh-Ritz Galerkin
termos polinomial [trigonométrica |trigonométrica

2 0 gl gl
76,5049E1 76,5049E1

q£4 qﬁ Cﬂ*
. 96E1 768210E] 76,8210E1

. gl* gl* gl*
96EI 768210E1 76,8210E1

: ql* gt gl*
76,8E1 76,7963E] 76,7963E1

6 gl* gl* gl*
76,8E1 76,7963E1 76,7963E]

. q£4 qri qri
76,8E] 76B00BE] 76,8008E(

Fonte: Proprio autor, 2018.

Analisando a tabela, é possivel concluir que os resultados obtidos sao proxi-

mos uns dos outros e proximos também da solugao exata. Por isso, os resultados séo
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considerados satisfatorios e podem ser aplicados na Engenharia Civil. Nota-se que,
para o caso estudado, o melhor método é Rayleigh-Ritz, por conseguir obter a solugao
exata.

Comparando quanto a solucao exata, a tabela pode ser reescrita em funcao
da diferenca das solugbes para deflexao maxima, dividindo a solugao aproximada pela
solucao exata.

Tabela 2 - Diferenca das solucbes para deflexao maxima

Diferenca das SolugGes para Deflexdo Maxima
Numero |Rayleigh-Ritz| Rayleigh-Ritz Galerkin
de termos| polinomial |trigonométrica |trigonométrica
2 0 1,003857269 1,003857269
3 0,8 0,8999726637 0,999726637
4 0,8 0,999726637 0,999726637
3 1 1,000048179 1,000048179
G 1 1,000048179 1,000048179
7 1 0,999589583 0,999989583

Nota-se que quanto mais préximo de 1, mais préxima a solugao aproximada

da solugao exata. A comparacao pode ser vista de forma melhor através dos dois

graficos a seguir:

Fonte: Proprio autor, 2018.
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Gréfico 1 - Diferenca das solugdes para deflexdo maxima na fungao polinomial pelo
Método de Rayleigh-Ritz

Diferenca das Solucdes para Deflexao Maxima
12

1
Uu
0,
e m Rayleigh-Ritz palinamial
0,
0
2 3 4 5 6 7

Numereo de temmos

L]

o

4=

]

Fonte: Proprio autor, 2018.

Grafico 2 - Diferenca das solucdes para deflexdo maxima nas fungdes

trigonométricas pelo Método de Galerkin

Diferenca das SolucGes para Deflexdao Maxima

Lood

1003
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e ux AN HR WD
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[

m Rayleigh-Ritz trigonométrica m Galerkin trigonométrica

Fonte: Proprio autor, 2018.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

6.1 Conclusao

A partir do estudo realizado, é possivel concluir que os métodos de Rayleigh-
Ritz e de Galerkin séo eficazes pois € possivel obter uma solugao igual ou proxima da
solugao exata, e que quanto mais termos compuserem a fungao aproximadora, mais
a solucao convergira para a exata. Consequentemente, uma funcao de muitos termos
gera um sistema composto por muitas incégnitas, inviavel de se calcular manualmente.
Por esse motivo € necessario o0 auxilio de softwares para realizar os calculos.

Pelo fato de as vezes ser necessario utilizar uma fungao aproximadora de mui-
tos termos para que a solugao se aproxime da solugao exata, as fungdes aproximado-
ras trigopnométricas sao mais recomendadas por serem mais facilmente manipuladas.

Comparando quanto a dificuldade dos métodos em relacao ao calculo de de-
flexdo em vigas, o Método de Galerkin € mais facil de ser aplicado porque nao é
preciso efetuar um produto notavel (que na maioria dos casos, gera uma equacao
muito extensa), porém para este método é importante que as fungbes aproximadoras
apresentem algum tipo de ortogonalidade.

Devido a equacao diferencial de equilibrio da viga e a funcéao aproximadora po-
linomial escolhida, as solucdes para deflexdo maxima nao foram satisfatérias. Sendo
assim, nao foi possivel buscar uma solugao a partir de uma fungéo aproximadora em
termos de polindémios para o calculo de deflexdo por meio do Método de Galerkin, pois
€ necessario considerar uma funcao aproximadora com muitos termos para obter uma

solucao proxima a solucao exata.
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Se o problema em estudo esta relacionado com uma solugcdo em termos de
polinémios, ou de forma geral, se o problema esta relacionado com fungcbées que nao
apresentem ortogonalidade, o Método de Rayleigh-Ritz € melhor, como é o caso da
viga analisada neste trabalho.

A dificuldade em aplicar o Método de Rayleigh-Ritz € encontrar o funcional que
descreve o problema, pois montar um funcional € muito complexo. Como o Método
de Galerkin se baseia apenas na equacao diferencial, e a maioria dos problemas na
Engenharia consiste em encontrar uma solucao para uma equacao diferencial, esse
método € mais utilizado.

Para a viga analisada nesse trabalho, a solugdo exata pdde ser obtida fa-
cilmente através do Método de Rayleigh-Ritz, admitindo uma fungao aproximadora
polinomial de apenas 5 termos, apesar das funcdes trigonométricas para ambos 0s
métodos resultarem sempre na mesma solucao, e sempre muito proximas da solucao

exata.

6.2 Sugestoes de Pesquisas Futuras

e Aplicar os métodos para uma viga sujeita a uma carga pontual e comparar as

solugdes;

e Comparar os resultados obtidos para uma viga em balango, aplicando os méto-

dos;
e Testar fungcbes aproximadoras com mais termos;

e Fazer as mesmas analises comparatérias deste trabalho, para a mesma viga,

mas testando funcdes polinomiais e trigonométricas diferentes;

e Utilizar a transformada de Laplace para resolver o problema de equacées dife-

renciais em vigas;

e Analisar um elemento bidimensional.
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ANEXO A

Figura 7 — Maple para funcao v, (x).
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i '
@) o ] - \LMMJJ @
fla) flab) b
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&
3 »| e ¥ |
® Pronio C\sersimandiiDocurents \TCC Wimande - TCC. Memona; 4.18M  Hora: 0,08 Mode Texto
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Fonte: Proprio autor, 2018.
Figura 8 — Maple para fungéo v, (x).
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Fonte: Proprio autor, 2018.



Figura 9 — Maple para funcéo v;(x).
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Fonte: Préprio autor, 2018.

Figura 10 — Maple para fungéo v,(x).

Arqures [A) Editar (E) Visuslizsr Inssr Formetsr Tabele Dessrho Grabice Planilhs Fersmenta: Jenela Ajude

LDSESH ¥aMlm 5¢ TP I g M OB & Wk @ F @ e we e

e | ~ =m0 EEEEECETG]

e €3
Matemilica  Daeenha  Plal  Asimagin P

([ Mepleirgw = | Coweriiew siizz Bl1u El== B =i
=
[ sestact:
_)
> ur=x-al0]tall]®xtafZ]*x"Zta[3]=x " 3tafd]*x"4;
[T W IL u'=z—-aﬁ+n1x+a:x:'+ rajz—z+n4.\'J (1
) > oli=aolva{{ui(d) = 0, uw(l) = 0}, (al0]l, allll):
& Infa) 2 .
r.{:={at,=ﬂ,a[=—.?3a_‘—?‘aj—-’ﬂ1 2y
log, (1) Tog, fa) L &
> wr=x-Baubs (o1, u(x)) ¢
sinfu) cosu) tan(u) | vi=x—subslci, ulx]] 3
(.-:) . , [= Pr=int ((EM/2) * (ALEE (v (x) , 152} ) *2, %=0. . 1) —int ta*vix) ,x=0. .1} ;
L P =%E.\{nj-'5+185,\§a.‘a_1r"+%E.\J(4Ema4+Sézﬁ]PJ—GEMoﬂn.‘n"+!E.’l!{éf—%qaﬁ"—%q(&sﬁ— EEp éq(-.ﬂu}—.“ut—.'a})i'- 4
fla) fla;h) L i - . o T h - )
ey > eql:=diff(F, a[2])=0;
P gy egl =8EMa,P +6E M P +4EMa I+ ]?q.': 5
[> aq2:=diff(r,a[31)=0;
M?=]E£,|J:J|"!+]2Elfa;n‘;+6E.’.{n2.’2+%1;|'l=ﬂ (@
[> mq3:—diEf(F,a[4])}=0;
. oo
sqj.:%’mm,rw L8 EMay [ + 8EMayF + ﬁqﬁ =0 o
[> solve(leql, sq?, eq3),(al2]. al3],al41]):
D ST
THWEMYT W EM @&
A K
i dy* L -
| =] |« i

CriisersimandlCecuments TOCAmante - TCC. Meména: 4 18M Hara: 0,075 Meca Tewtn

Fonte: Proprio autor, 2018.




Figura 11 — Maple para funcéo vs(x).
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Figura 12 — Maple para funcdo vg(x).
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Figura 13 — Maple para funcéo u, (x).
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Figura 14 — Maple para fungao u,(x).
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Figura 15 — Maple para funcao u;(x).
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Figura 16 — Maple para funco u,(x).
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Figura 17 — Maple para funcao us(x).
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Figura 18 — Maple para funcao ug(x).
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Figura 19 — Maple para funcéo w, (x).
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Figura 20 — Maple para funcdo w,(x).
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Figura 21 — Maple para fungéo ws(x).
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Figura 22 — Maple para funcao w,(x).
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Figura 23 — Maple para fungéo ws(x).
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Figura 24 — Maple para funcdo wg(x).
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